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1. Introdução

Uma boa definição da área de seqüenciamento pode ser dada como sendo: a área de pesquisa que busca a alocação ótima de recursos, no decorrer do tempo, à um conjunto de tarefas ou atividades. No mundo real, estes recursos (dinheiro, mão de obra, máquinas, entre outros) são, geralmente, restritos os escassos, portanto esta alocação determina uma competição entre as tarefas que necessitam deles. Deste modo, as decisões referentes a solução destes conflitos revelam questões puramente combinatórias de como as listas de tarefas devem ser arranjadas ou sequenciadas.

Um seqüenciamento, normalmente revela quando as coisas vão acontecer, isto é, mostra um plano para a execução de determinadas tarefas. Por exemplo, quer-se saber quando o jantar será servido ou quando uma excursão começa e termina. A primeira pergunta pode ser respondida com um único tempo, seja, o jantar será servido às 21 horas; enquanto a segunda exige um intervalo de tempo, ou seja, a excursão partirá às 6 horas e retornará às 19 horas. Todas estas informações podem ser obtidas a partir de um seqüenciamento.

Pode-se notar que problemas de seqüenciamento existem em toda a parte. Exemplos triviais são encontrados nas áreas de manufatura, transportes e logística, porém se encontra outros exemplos não tão evidentes em áreas como telecomunicações, alocação de espaços comerciais e esportes. A maioria desses problemas tem aplicações práticas bem definidas e, se bem resolvidos, as soluções obtidas podem trazer economias substanciais.

Porém, a maioria dos problemas de seqüenciamento, apesar de matematicamente desafiadores, são extremamente difíceis de resolver. A explosão combinatória decorrente da necessidade de se examinar as várias alternativas de seqüenciamento existentes nestes problemas, tornar a tarefa de obter uma solução ótima ou o mais próximo dela extremamente custosa. Devido a isso, além da busca pelo entendimento desses problemas tão complexos, também se busca novas métodos para resolvê-los de modo rápido fornecendo soluções de boa qualidade para propósitos práticos. Chama-se estes métodos de heurísticas e, mais recentemente, sua evolução foi denominada de metaheurísticas. A medida que os problemas forem apresentados, algumas heurísticas serão discutidas e exemplificadas.

Antes de se formalizar alguns conceitos de seqüenciamento, vai-se apresentar alguns exemplos que permitirão uma maior familiaridade com os termos dessa área de pesquisa.

1.1 Exemplos de Problemas de Seqüenciamento

A apresentação desses exemplos busca mostrar uma variedade de problemas e, também, uma série de fenômenos que acompanham a maioria desses problemas e contribuem fortemente nas dificuldades encontradas em tratá-los.

1.1.1 Problema de Montagem de Bicicletas

Um fabricante de bicicletas monta partes prontas para cada bicicleta através de times de montagem, isto é, cada time é composto de três empregados que, juntos, são responsáveis pela montagem completa de cada unidade. Existem vários times, mas seu trabalho pode ser padronizado, portanto será suficiente analisar somente a atividade de uma estação de trabalho.

O departamento de Engenharia Industrial analisou as operações e chegou a conclusão que a montagem da bicicleta pode ser dividida em 10 operações distintas. Isso inclui tarefas como preparação do quadro, montagem e alinhamento das rodas dianteiras e traseiras, instalação do conjunto de marchas, colocação dos pedais, e assim por diante. Cada uma das 10 tarefas tem uma certa duração ou tempo de processamento que é definido pelo tempo padrão e por uma análise de movimento. Ainda, o processo de montagem é parcialmente governado por certas restrições tecnológicas. Por exemplo, os pedais não podem colocados sem antes ter sido montada, no quadro, a peça em forma de L onde eles serão fixados. Normalmente, estas restrições tecnológicas de precedência podem ser vistas através da representação gráfica mostrada na Figura 1.1, onde as tarefas são representadas por T1, T2, ... , T10 e os números associados a cada nó representam seu tempo de duração em minutos.
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Figura 1.1. Representação da Montagem de Bicicletas

Agora inicia o problema propriamente dito, ou seja, busca-se a alocação das tarefas aos três membros do time de montagem, de modo que o tempo total de montagem de uma bicicleta seja minimizado. O time não inicia a montagem de outra unidade antes de completar a montagem de uma e cada tarefa, uma vez alocada, é executada do início ao fim (não permite preempção, ou seja, divisão da tarefa) pelo mesmo membro do time. 

Inicialmente, determina-se o que interessa do problema, ou seja uma alocação que minimize o tempo de montagem de uma unidade. Uma solução pode ser alocar as tarefas T1, T2, e T7 ao primeiro trabalhador, T4, T6, T8 e T10 ao segundo e as restantes ao terceiro e se todos executam suas tarefas tão logo quanto possível, respeitando as restrições de precedência mencionadas anteriormente, então o tempo necessário para completar a montagem de uma unidade será de 39 minutos. O seqüenciamento das tarefas correspondente a esta solução é mostrado na Figura 1.2,  esta representação é denominada de Diagrama de Gantt.
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Figura 1.2. Diagrama de Gantt da Distribuição das Tarefas

Com algumas alterações, pode-se ver na Figura 1.3, um seqüenciamento melhorado e ainda respeitando as restrições de precedência. De fato, a alocação de tarefas tem um tempo de finalização muito próximo do ótimo, pois não existe nenhum seqüenciamento que finalize em menos de 32 minutos, uma vez que a cadeia de tarefas T1 - T2 - T7, deve manter esta seqüência para respeitar as restrições de precedência e ela leva 32 minutos para ser executada.
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Figura 1.3. Diagrama de Gantt do Seqüenciamento Melhorado

Em qualquer problema, nota-se que existe um grande número de alocações possíveis e, certamente, algumas melhores do que outras. Para esse problema, já é bastante complicado encontrar o seqüenciamento ótimo ou, pelo menos, um de boa qualidade, imagine se aumentar o número de tarefas ou o número de membros em um time.

Antes de finalizar este exemplo, demonstra-se que é possível encontrar um seqüenciamento com tamanho de 32 minutos, e, ainda por cima, com um número reduzido de trabalhadores no time! Suponha que sejam alocadas as 10 tarefas a apenas 2 membros do time, um executaria as tarefas T1, T2, e T7 e o outro T4, T5, T6, T3, T8, T9 e T10, se eles executarem as tarefas nesta ordem as restrições de precedência são respeitadas e o seqüenciamento resultante pode ser visto na Figura 1.4.
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Figura 1.4. Seqüenciamento Ótimo

1.1.2  Alocação de Salas de Aula

Suponha que se esteja planejando um evento sobre Desenvolvimento Sustentável, que consiste numa série de seminários sobre temas como reciclagem, fontes alternativas de energia, tratamento de resíduos sólidos, entre outros. Uma universidade local concordou em ceder suas instalações para os 14 seminários que podem começar à partir das 8 horas, mas devem terminar até às 17 horas. Nenhum seminários está previsto para o horário do almoço (das 12 horas às 13 horas) de modo que os conferencistas possam fazer um lanche, ao ar livre, juntos. Portanto, tem-se 8 blocos de 1 hora, dentre os quais os palestrantes fizeram requisições de blocos contínuos de tempo para suas sessões, dentro das disponibilidades de horários. As sessões são representadas por letras e devem ser alocadas em cada um dos períodos consecutivos de 1 hora, conforme mostrado no quadro abaixo.

Seminário
A
B
C
D
E
F
G
H
I
J
K
L
M
N

Períodos
2
8
4,5
1,2
3,4,5
6
7,8
2,3
1,2
5
6,7
3,4
8
2,3,4

Inicialmente, a universidade colocou a disposição 5 salas e gostaria que não fosse usado um número maior que este. O objetivo, então, é encontrar um seqüenciamento (se possível) que acomode todas as sessões, não use mais que cinco salas e que seja distribuído nos oito períodos de tempo disponíveis.

Pode-se observar que, no mínimo, 5 salas serão necessárias, uma vez que os palestrantes dos seminários A, D, H, I e N requisitaram um período em comum para suas sessões, no caso, o período de tempo 2. Porém, isto não significa que as 5 salas serão suficientes, apesar de que para esse caso, isto foi possível e o seqüenciamento encontrado pode ser visto no quadro a seguir.

Período
1 (8h-9h)
2 (9h-10h)
3 (10h-11h)
4 (11h-12h)
5 (13h-14h)
6 (14h-15h)
7 (15h-16h)
8 (16h-17h)

Sala 1
D
D

C
C
F

B

Sala 2
I
I
E
E
E

G
G

Sala 3

H
A

J
K
K


Sala 4

N
N
N



M

Sala 5

A
L
L





A pergunta que surge é, o que aconteceria se algum dos seminários necessitasse de alguns recursos especiais, como por exemplo, um computador com canhão de projeção? Do mesmo modo, poderiam ser necessárias algumas salas com características especiais, como por exemplo, capacidade para acomodar deficientes físicos. Em particular, suponha que os seminários A, D, I e E necessitem ser alocados às salas 2, 3, 1 e 4, respectivamente. A situação agora é outra, onde não existem mais 5 salas e 8 períodos disponíveis para todos os seminários. Verifique se você está convencido disso. Por outro lado, se for possível convencer o palestrante do seminário E a usar a sala 1, ter-se-ia, novamente, uma situação onde existe um seqüenciamento que satisfaz todas as restrições e não necessita de uma sala adicional. A nova distribuição fica como um exercício. Tanto esse problema, quanto o anterior tem uma estrutura combinatória bastante desafiadora, experimente aumentar suas dimensões e veja o que acontece com o número de soluções possíveis.

1.1.3 Problema de Seqüenciamento de Eventos Atléticos

Os exames finais da disciplina de educação física em uma escola de ensino médio, consistem em uma série de eventos atléticos, como por exemplo, abdominais, corrida no lugar, saltos, entre outros. Os alunos do sexo masculino são testados juntos (por evento), o mesmo acontecendo com os do sexo feminino. Os eventos podem ou não ser os mesmos para cada gênero e tem um consumo de tempo estimado que depende de alguns fatores, tais como, número de estudantes a serem testados, tipo de atividade requerida, tempo de preparação (setup) do equipamento. Existe somente um professor de educação física disponível para conduzir os testes e, portanto, somente um evento (para meninos ou meninas) pode ser realizado a cada instante de tempo. Já incluído na duração de cada evento, está um período de tempo relativo ao descanso necessário após a execução do mesmo. Este é o mínimo tempo que meninos e meninas devem esperar entre o final de um evento e o início de outro. A duração deste período de descanso depende do esforço físico exigido em cada evento completado.

Suponha que serão avaliados 4 eventos para alunos do sexo masculino e, também, 4 eventos para alunos do sexo feminino. Assuma, também, que os eventos para ambos os grupos, respeitam uma seqüência pré-determinada, conforme mostrado na Figura 1.5.
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Figura 1.5 Representação da Seqüência de Eventos para Alunos do Sexo Masculino e Feminino, respectivamente.

Os eventos são identificados pelo gênero e pelo número, por exemplo, M2 é o segundo evento para os alunos do sexo masculino, enquanto F1 corresponde ao primeiro evento para os alunos do sexo feminino. Acima de cada evento encontram-se dois números, onde o primeiro corresponde a sua duração e o número entre parênteses é o tempo de descanso mencionado anteriormente. Após a realização do quarto evento os estudantes estão livres para ir embora, portanto não é necessário especificar o tempo de descanso. O objetivo do professor é simples: encontrar uma seqüência dos eventos que finalize todos os testes o mais cedo possível.

Novamente, é fácil notar que este problema apresenta uma estrutura combinatória, uma vez que diferentes seqüências levam a tempos de finalização diferentes. Isto é, o tempo de finalização a ser definido é dependente da seqüência de realização dos eventos. Suponha, então, que o instrutor tomou uma decisão cavalheiresca e decidiu seqüenciar todos os eventos femininos antes dos eventos masculinos. O Diagrama de Gantt para este seqüenciamento é mostrado na Figura 1.6. Deixando o cavalheirismo de lado, espera-se que o seqüenciamento dos eventos masculinos antes dos femininos produza o mesmo tempo de finalização (veja Figura 1.7). Nenhuma das alternativas parece melhor, o que também é esperado, uma vez que todo o tempo de descanso usado pelo sexo feminino (quando seqüenciadas antes do sexo masculino) poderia ser usado para testar o sexo masculino (quando seqüenciados após o sexo feminino).
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Figura 1.6. Seqüenciamento dos Eventos Femininos seguidos dos Masculinos
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Figura 1.7. Seqüenciamento dos Eventos Masculinos seguidos dos Femininos

De outra maneira, o professor pode utilizar uma política de igualdade e alternar eventos femininos e masculinos. Iniciando com o sexo feminino, o seqüenciamento seria: F1, M1, F2, M2, ..., produzindo a distribuição da Figura 1.8, com tempo de finalização de 55 minutos, já melhor que os anteriores.
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Figura 1.8. Seqüenciamento Alternado dos Eventos Femininos e Masculinos
Se o seqüenciamento da Figura 1.8 fosse iniciado com os eventos masculinos, o resultado seria ligeiramente pior, com um tempo de 56 minutos (verifique se você consegue obter esta seqüência). Porém, se os estudantes forem convencidos a deixar de lado sua insistência em regras justas (por exemplo, alternância de eventos entre os gêneros), pode-se diminuir ainda mais o tempo. O seqüenciamento da Figura 1.9 demonstra isso. Você poderia afirmar se esse seqüenciamento é ótimo (ou seja, o melhor resultado possível)?
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Figura 1.9. Seqüenciamento Melhorado

1.1.4 Problema de Engarrafamento de Refrigerantes

Outro exemplo clássico é o de um pequena indústria produtora de refrigerantes, que engarrafa todos os sabores em uma única máquina. Além disso, a empresa atende a um mercado regional, oferecendo somente 4 sabores. A operação de engarrafamento é repetitiva, de maneira que todos os quatro sabores são engarrafados em uma seqüência que se repete, porém o arranjo dos sabores dentro do ciclo pode ser arbitrário e daí surge o problema. 

Apesar da operação de engarrafamento demandar uma quantidade fixa de tempo por sabor, que depende do número de garrafas a serem enchidas, a máquina deve ser limpa após a finalização do enchimento de um sabor e antes de iniciar a próxima operação. Esse tempo gasto nas operações de limpeza e preparação não é desprezível e depende, fortemente, de qual sabor foi engarrafado anteriormente. Por exemplo, sabores particularmente marcantes podem exigir que a máquina seja lavada e enxaguada com uma solução cáustica, enquanto que uma preparação bem menor é exigida para outros sabores. Portanto, existem dois fatores na operação de engarrafamento que contribuem para o tempo do ciclo total. O primeiro é o tempo de enchimento de cada sabor e o segundo é o tempo de limpeza ou de preparação (setup time or changeover time) que existe a cada troca de sabores durante o engarrafamento. O tempo de enchimento é constante, mas o tempo de preparação é função da seqüência do sabores a serem engarrafados. Portanto, se o objetivo é minimizar o tempo do ciclo, será suficiente que seja examinado o problema equivalente de minimizar somente o tempo total de preparação.

Pode-se representar os tempos de preparação para os quatro sabores (representados por s1, s2, s3 e s4) através de uma matriz como mostrado a seguir:


s1
s2
s3
s4

s1
-
2
70
50

s2
6
-
3
4

s3
8
3
-
2

s4
50
5
6
-

Assumindo que os sabores são engarrafados obedecendo o seguinte ciclo: s1 -s2 - s3 - s4. Observe que esta ordenação pelo uso de um política gulosa que seleciona os sabores, sucessivamente (depois de fixar o sabor inicial), verificando qual o menor tempo de preparação do próximo sabor ainda não pertencente ao ciclo. Obviamente, esta estratégia pode ser bastante míope e as soluções por ela encontradas serem de baixa qualidade. Apesar disso, o tempo total de preparação para essa ordenação é de 57. De fato, se fixar cada um dos outros sabores como sendo o primeiro e aplicar a estratégia acima, não se consegue nada melhor que isso, produzindo tempos totais de preparação de 57, 83 e 66, respectivamente. Porém, esta instância de 4 sabores é pequena o bastante para que se examine todas as 6 seqüências (ciclos) possíveis (são todas as permutações de n-1 sabores, que é igual a (n-1)!), demonstrando que o ciclo s1 - s2 - s4 - s3 é o melhor, tendo um tempo total de preparação de apenas 20.

Suponha, entretanto, que o mercado mude exigindo uma expansão de 6 unidades no número de sabores, incluindo alguns refrigerantes de baixo teor calórico. Certamente, a mesma estratégia do menor tempo de preparação descrita anteriormente, poderia ser usada para gerar a seqüência de 10 sabores, porém sua qualidade não seria melhorada e, provavelmente, seus defeitos seriam amplificados. Até mesmo a estratégia de analisar todas as seqüências possíveis de 4 sabores (4!), começaria a se tornar computacionalmente impraticável, pois já se estaria tratando de 10! seqüências a serem analisadas. Portanto, se a minimização do tempo total de preparação é um fator econômico decisivo para a empresa de engarrafamento, um problema combinatório bastante difícil o acompanha.

2. Classificação dos Problemas de Seqüenciamento


A teoria de seqüenciamento, mais do que qualquer outra área da pesquisa operacional, é caracterizada pelo número virtualmente ilimitado de tipos de problemas. A maioria da pesquisa tem sido direcionada para o Seqüenciamento Determinístico, este será o objeto deste material, além disso assumimos algumas restrições que são apresentadas a seguir.


A primeira restrição é relacionada com o tipo de recurso. Uma máquina (ou processador) é um recurso que pode realizar uma atividade a cada momento. As atividades são, normalmente, denominadas tarefas e assume-se, também, que uma tarefa é executada por apenas uma máquina a cada instante. Não é difícil imaginar situações mais gerais, por exemplo, o caso em que em algum instante de tempo um recurso realiza várias tarefas ou uma tarefa é executada por vários recursos, esta área é determinada projeto de seqüenciamento com restrição de recursos (resouce-constrained project scheduling).


A Segunda restrição é relacionada com a natureza determinística, dos problemas. Toda a informação relativa ao problema é conhecida com uma certa antecedência. Seqüenciamento determinístico é parte da otimização combinatória e, de fato, todas as técnicas de otimização combinatória já foram, em algum momento, aplicadas a problemas de seqüenciamento. Pode-se imaginar também, a situação onde alguns dados do problema estão sujeitos a flutuações aleatórias, isto dá origem ao que se chama de o Seqüenciamento Probabilístico.


No estudo da alocação de máquinas às tarefas a atenção está concentrada no seqüenciamento em nível operacional. Não se está preocupado com decisões táticas, tais como, determinação de datas de entrega ou com decisões estratégicas, tais como, aquisição de máquinas. Por último, os problemas apresentados envolvem a minimização (ou maximização) de um critério de otimalidade único.

Passa-se agora a apresentar uma classificação dos problemas de seqüenciamento determinístico permitindo seu enquadramento na teoria que os rege.


Suponha que m máquinas Mi (i = 1,...,m) devem executar n tarefas Jj (j = 1,...,n). Um seqüenciamento (schedule) é a alocação de um ou mais intervalos de tempo em uma ou mais máquinas para cada tarefa. Um seqüenciamento é dito factível , se não há sobreposição de dois intervalos de tempo na mesma máquina, se não há sobreposição de dois intervalos de tempo alocados a mesma tarefa e, ainda,  as condições impostas pela natureza do problema (características próprias das tarefas e das máquinas) são completamente satisfeitas. Um seqüenciamento é ótimo se ele minimiza (ou maximiza) um dado critério de otimalidade. O conjunto de características das máquinas, das tarefas e o critério de otimalidade definem um tipo de problema que pode ser representado através de uma classificação de três campos ( | (| (, introduzida por LAWLER et al. (1989).

2.1 Dados Relativos às Tarefas

Em primeiro lugar, as seguintes informações devem ser especificadas para cada tarefa:

· um número de operações mj;

· um tempo de processamento pj no caso de modelos de operações únicas ou um conjunto de tempos de processamento pij no caso de modelos de operações múltiplas;

· um tempo de disponibilidade rj, a partir do qual a tarefa Jj está pronta para ser executada;

· uma função real não decrescente, chamada de função de custo fj, que é uma medida do custo fj(t) resultante da finalização da tarefa Jj no tempo t;

· uma data de entrega dj e uma ponderação wj, que podem ser usados na definição de fj.

Em geral, mj, pj, pij, rj, dj e wj tem valores inteiros.

2.2 Características das Máquinas


O primeiro campo (, representa as características das máquinas e é subdividido em dois campos (1 e (2 . Seja ° representando o símbolo vazio.


Se (1 ( {° , P , Q , R}, cada tarefa Jj  consiste de uma operação única que pode ser realizada em qualquer uma das máquinas Mi ; o tempo de processamento de Jj  em Mi  será representado por pij. Estes quatro valores de SYMBOL 97 \f "Symbol"1  podem ser descritos como:

· (1 = °  :  máquina única; p1j = pj;

· (1 = P  : máquinas paralelas idênticas; pij = pj para todo Mi ;

· (1 = Q : máquinas paralelas uniformes; pij = pj / si para uma dada velocidade de processamento si de Mi ;

· (1 = R : máquinas paralelas não-relacionadas; pij = pj / sij para um conjunto de velocidades de processamento dependentes da tarefa sij de Mi .


Se (1 = O, tem-se um Open Shop, no qual cada tarefa Jj consiste de um conjunto de operações (O1j, ... , Omj). Oij deve ser processado em Mi durante pij unidades de tempo, porém a seqüência em que estas operações são executadas é irrelevante.

Se (1 ( {F , J}, uma ordenação é imposta no conjunto de operações correspondente a cada tarefa. Se (1 = F, tem-se um Flow Shop, no qual cada Jj consiste numa seqüência  (O1j, ... , Omj). Oij deve ser processado em Mi durante pij unidades de tempo. Se (1 = J, tem-se um Job Shop, no qual cada Jj consiste numa seqüência  (O1j, ... , Omj). Oij deve ser processado em uma dada máquina (ij durante pij unidades de tempo, com (i,j  ( (i+1,j, para i = 1, ... , mj -1.


Se (2 é um inteiro positivo, então m é uma constante igual a (2; isto é especificado como parte do tipo de problema. Se (2 = ° , então m é variável e seu valor depende do problema em questão. Obviamente, (1 =  °,  se e somente se, (2 = 1.

2.3 Características das Tarefas


O segundo campo ( ( {(1 , ... , (4} indica um número de características das tarefas que são definidas como:

1.
(1 ( {pmtm , ° }

(1 = pmtm : preempção (divisão da tarefa) é permitida; o processamento de cada operação pode ser interrompido e retomado posteriormente;


(1 = °  : preempção não é permitida.

2.
(2 ( {prec, tree , ° }

(2 = prec : uma relação de precedência ( é especificada entre as tarefas. Esta relação pode ser determinada através de um grafo acíclico orientado G com um conjunto de vértices {1 , ... , n}. Se G contém um caminho direto de j para k, escreve-se Jj ( Jk, significando a necessidade que Jj  seja finalizado antes de Jk iniciar;

(2 = tree : G é uma árvore enraizada, com no máximo um arco saindo de cada vértice ou no máximo um arco chegando em cada vértice;


(2 = ° : nenhuma relação de precedência é especificada.

3.
(3 ( {rj , ° }


(3 = rj : tempos de disponibilidade podem diferir para cada tarefa;


(3 = °   : todo rj  = 0 .

4.
(4 ( {pj = 1, pij = 1 , ° }

(4 = pj = 1 : cada tarefa tem um tempo de processamento unitário. Isto ocorre somente se (1 ( {P , Q , ° };

(4 = pij = 1 : cada operação tem um tempo de processamento unitário. Isto ocorre somente se (1 ( {F , J , ° };


(4 =  °  : pj ou pij são inteiros não-negativos quaisquer.


Eventualmente, este campo poderá conter características adicionais, tais como, mj ( 2 ou pij ( {1 , 2 }, cuja interpretação é bastante simples. Também existem vários outros tipos de relações de predência, porém estas virão com explicações adicionais quando se fizerem necessárias.

2.4 Critério de Otimalidade


O terceiro campo ( ( {fmax , (fj } é relativo ao critério de otimalidade. Dado um seqüenciamento, para cada tarefa Jj  pode-se calcular:

· o tempo de finalização Cj;

· o atraso (lateness) Lj = Cj - dj;

· a demora (tardiness) Tj = max { 0 , Cj - dj };

· a penalidade unitária : Uj = 0, se Cj ( dj e Uj = 1, caso contrário.


O critério de otimalidade geralmente escolhido envolve a minimização de

fmax ( { Cmax , Lmax },

onde, fmax = 
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Nota-se que (wjCj  e (wjLj, diferem apenas pela constante (wjdj, portanto, são equivalentes. Além disto, qualquer seqüenciamento minimizando Lmax também minimiza Tmax e Umax, mas não vice-versa.


O valor ótimo de (, normalmente é representado por (* e o valor obtido por um algoritmo heurístico A por ((A).

2.5 Alguns Exemplos usando a Classificação de Três Campos


P | | Cmax, é o problema de minimizar o tempo de finalização máximo (makespan) em um número m de máquinas paralelas idênticas, de uma forma não preemptiva e sem relações de precedência.


1 | prec | Lmax, é o problema de minimizar o atraso máximo em uma única máquina, sujeito a relações de precedência.


R | pmtn | (Cj, é o problema de minimizar o tempo total de finalização em um número m de máquinas paralelas não-relacionadas, permitindo preempção.


J 3 | pij = 1 | Cmax, é o problema de minimizar o tempo de finalização máximo (makespan) em um problema de job-shop com 3 máquinas e tempos de processamento unitários.

3. Considerações sobre Complexidade


Nas últimas décadas foi desenvolvida uma teoria da Complexidade Computacional, com base em rigorosos métodos para avaliar algoritmos e classificar problemas como fáceis ou difíceis. Esta teoria deve muito a otimização combinatória, que vem lhe oferecendo motivação, compreensão e paradigmas que extrapolam qualquer medida.

3.1 Algoritmos e Complexidade

3.1.1 Algoritmos
Um algoritmo  é um procedimento passo-a-passo para resolver um problema. Um problema é composto de um domínio contendo as instâncias do problema em conjunto com uma questão que pode ser formulada a qualquer uma das instâncias. Por exemplo, uma instância do Problema de Engarrafamento de Refrigerantes (descrito  na seção 1.1.4), denominado a partir de agora de PER, é composta de um número n de sabores e uma matriz Tn(n de tempos de preparação e limpeza; e a questão formulada pelo PER é a seguinte: Qual o tempo total de preparação mínimo para engarrafar os n sabores? Uma descrição do PER num formato genérico pode ser dada como:

PER

INSTÂNCIA:
Inteiro n ( 3 e uma matriz Tn(n = tij, onde cada tij é um inteiro não-negativo.

QUESTÃO:
Qual a permutação cíclica ( de inteiros, de 1 a n, que minimiza o seguinte somatório: 
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Um algoritmo resolve um problema P se, dada uma instância I de P como entrada, ele responde a questão P para I. Um algoritmo para o PER deve, para qualquer n e T, como mostrado anteriormente, gerar o ciclo de produção com tempo de preparação total mínimo correspondente.


Um resultado clássico da teoria de algoritmos é que existem problemas matemáticos bem definidos, para os quais nenhum algoritmo pode existir (LEWIS e PAPADIMITRIOU – 1981). Dada uma instância em particular, pode-se obter uma resposta para ele, entretanto não existe um procedimento geral para todas as instâncias. A situação do PER é muito melhor (pelo menos na teoria), pois existe um algoritmo A, que gera todos os ciclos, avalia cada um deles e mostra o melhor. Este algoritmo usa uma técnica conhecida como força bruta, onde a eficiência é nitidamente deixada de lado. O algoritmo pode ser formalizado como segue.

ALGORITMO A
ENTRADA:
um inteiro n ( 3 e uma matriz Tn(n de tempos de preparação inteiros não-negativo.

SAÍDA:
o menor ciclo de produção de n sabores.

Passo 1:
Inicialização, faça customin = (
Passo 2:
Para todas as permutações ( de {1,2, ... , n} faça, custo = 
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Se custo < customin , então atualize customin = custo e menorciclo = (
Passo 3:
Mostre customin e menorciclo  e PARE.

Aplicando o Algoritmo A a instância dada no exemplo da seção 1.1.4, tem-se os tempos de preparação para os quatro sabores (representados por s1, s2, s3 e s4) através de uma matriz como mostrado a seguir:


s1
s2
s3
s4

s1
-
2
70
50

s2
6
-
3
4

s3
8
3
-
2

s4
50
5
6
-

Passo 1:
customin = (
Passo 2:
Gerando e avaliando todas as seqüências possíveis, tem-se:

s1-s2-s3-s4 , custo = 57, então, customin = 57 e menorciclo = s1-s2-s3-s4
s1-s2-s4-s3 , custo = 20, então, customin = 20 e menorciclo = s1-s2-s4-s3

s1-s3-s2-s4 , custo = 127

s1-s3-s4-s2 , custo = 83

s1-s4-s2-s3 , custo = 66

s1-s4-s3-s2 , custo = 65
Passo 3:
O melhor resultado é customin = 20 e menorciclo = s1-s2-s4-s3 e Paro.
Existe também um algoritmo B que é melhorado. Ele encontra, para cada i, o menor caminho do sabor 1 para o sabor i, passando por todos os outros sabores {2,3, ... , n}. Uma vez encontrados esses caminhos, é só calcular o menor ciclo (isso é feito no Passo 3 do algoritmo B). Para encontrar esses caminhos, o algoritmo resolve um problema mais geral. Para qualquer S ( {2, 3, ... , n} e i ( S, seja (S , i)  um caminho que inicia no sabor 1, passa por todos os sabores em S, uma única vez e termina no sabor i. Se custo[S , i] é o tamanho do menor caminho (S , i). Então custo[S , i] satisfaz a seguinte equação, onde |S| ( 2: 
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O que o algoritmo B faz é construir os valores de custo[S , i] para conjuntos S cada vez maiores até que custo[{2,3, ... , n} , i]  é obtido para i = 2,3, ... , n. O vetor melhorcaminho  é usado para armazenar o caminho que encontra custo[S , i] para cada S e i. Reunir as soluções de subproblemas cada vez maiores, para obter a solução completa é uma técnica algorítmica chamada de programação dinâmica, que tem uma gama bastante variada de aplicações.

ALGORITMO B (HELD e KARP – 1962)
ENTRADA e SAÍDA:
idênticas ao ALGORITMO A.

Passo 1:
Inicialização, para i = 2 até n faça custo[{i},i] = t1i e melhorcaminho[{i},i] = (1,i).

Passo 2:
Para j = 2 até n - 1 faça 

Para cada S ( {2, 3, ... , n} com |S| = j  faça


Para cada i ( S  faça
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Se k é o sabor para o qual este mínimo é encontrado, então 

melhorcaminho[S,i] = melhorcaminho[S - {i},k] // (i).

Passo 3:
customin 
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Se k é o sabor para o qual este mínimo é encontrado, então 

menorciclo = melhorcaminho[{2, 3, ... , n}, k].

Passo 4:
Mostre customin e menorciclo  e PARE.

Obs.: // representa a concatenação de uma seqüência. Por exemplo: (1,3)//(2,4,5) = (1,3,2,4,5)

Como exemplo,  vai-se executar o Algoritmo B para a mesma instância para qual foi executado o algoritmo A.

Passo 1:
i = 2, custo[{2},2] = 2   e melhorcaminho[{2},2] = (1,2)


i = 3, custo[{3},3] = 70 e melhorcaminho[{3},3] = (1,3)


i = 4, custo[{4},4] = 50 e melhorcaminho[{4},4] = (1,4)

Passo 2:
j = 2, S = {2,3}, i = 2, custo[{2,3},2] = (k = 3) {custo[{3},3]+t32}= 70+3=73




custo[{2,3},2] = 73, para (k = 3)



melhorcaminho[{2,3},2] = melhorcaminho[{3},3]// (2) = (1,3,2)


j = 2, S = {2,3}, i = 3, custo[{2,3},3] = (k = 2) {custo[{2},2]+t23}= 2+3=5

custo[{2,3},3] = 5, para (k = 2)



melhorcaminho[{2,3},3] = melhorcaminho[{2},2]// (3) = (1,2,3)

j = 2, S = {2,4}, i = 2, custo[{2,4},2] = (k = 4) {custo[{4},4]+t42}= 50+5=55

custo[{2,4},2] = 55, para (k = 4)



melhorcaminho[{2,4},2] = melhorcaminho[{4},4]// (2) = (1,4,2)


j = 2, S = {2,4}, i = 4, custo[{2,4},4] = (k = 2) {custo[{2},2]+t24}= 2+4=6




custo[{2,4},4] = 6, para (k = 2)



melhorcaminho[{2,4},4] = melhorcaminho[{2},2]// (4) = (1,2,4)


j = 2, S = {3,4}, i = 3, custo[{3,4},3] = (k = 4) {custo[{4},4]+t43}= 50+6=56

custo[{3,4},3] = 56, para (k = 4)



melhorcaminho[{3,4},3] = melhorcaminho[{4},4]// (3) = (1,4,3)


j = 2, S = {3,4}, i = 4, custo[{3,4},4] = (k = 3) {custo[{3},3]+t34}= 70+2=72

custo[{3,4},4] = 72, para (k = 3)



melhorcaminho[{3,4},4] = melhorcaminho[{3},3]// (4) = (1,3,4)

j = 3, S = {2,3,4}, i = 2, custo[{2,3,4},2] = (k = 3) {custo[{3,4},3]+t32}= 56+3=59

(k = 4) {custo[{3,4},4]+t42}= 72+5=77

custo[{2,3,4},2] = 59, para (k = 3)



melhorcaminho[{2,3,4},2]=melhorcaminho[{3,4},3]//(2) = (1,4,3,2)

j = 3, S = {2,3,4}, i = 3, custo[{2,3,4},3] = (k = 2) {custo[{2,4},2]+t23}= 55+3=58

(k = 4) {custo[{2,4},4]+t43}= 6+6=12

custo[{2,3,4},3] = 12, para (k = 4)



melhorcaminho[{2,3,4},3]=melhorcaminho[{2,4},4]//(3) = (1,2,4,3)

j = 3, S = {2,3,4}, i = 4, custo[{2,3,4},4] = (k = 2) {custo[{2,3},2]+t24}= 73+4=77

(k = 3) {custo[{2,3},3]+t34}= 5+2=7

custo[{2,3,4},4] = 7, para (k = 3)



melhorcaminho[{2,3,4},4]=melhorcaminho[{2,3},3]//(4) = (1,2,3,4)

Passo 3:
customin = (k = 2) {custo[{2,3,4},2] + t21}=  59+6 = 65

customin = (k = 3) {custo[{2,3,4},3] + t31}=  12+8 = 20

customin = (k = 4) {custo[{2,3,4},4] + t41}=  7+50 = 57

customin = 20, para (k = 3) 
menorciclo = melhorcaminho[{2,3,4},3]= = (1,2,4,3) = s1-s2-s4-s3
Passo 4:
O melhor resultado é customin = 20 e menorciclo = s1-s2-s4-s3 e Paro.
Para apresentar outro exemplo do uso de programação dinâmica, vai-se considerar o problema de caminho mínimo (PCM), que tem uma relação bastante grande com o PER. A instância é idêntica ao PER, somente alterando o significado de n, que agora representa um número de cidades, e de Tn(n representando as distâncias entre essas cidades. O PCM apresenta a seguinte questão: Qual é o caminho mínimo da cidade 1 até a cidade n?

Observe que, diferentemente do PER, o PCM não faz nenhuma exigência que outras cidades (sabores), diferentes de 1 e n, sejam visitadas pelo caminho. Define-se custo[i , j] para cada cidade i ( 1 e j ( 1 e inteiro, como sendo o tamanho do caminho mínimo de 1 até i, contendo j ou menos arcos. Tem para j > 1 a seguinte equação:
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Esta equação é a chave para o procedimento de programação dinâmica embutido no Algoritmo C.

ALGORITMO C
ENTRADA:
idêntica ao ALGORITMO A.

SAÍDA:
o caminho mínimo da cidade 1 até a cidade n.

Passo 1:
Inicialização, para i = 2 até n faça custo[i , 1] = t1i e menorcaminho[i , 1] = (1 , i).

Passo 2:
Para j = 2 até n  faça 

Para i = 2 até n faça
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Se k é a cidade para o qual este mínimo é encontrado, então 

menorcaminho[i , j] = menorcaminho[k , j - 1] // (i).

Se custo[i , j - 1] < custo[i , j], então atualize


custo[i , j] = custo[i , j - 1] e


menorcaminho[i , j] = menorcaminho[i , j - 1].

Passo 3:
Mostre menorcaminho[n , n - 1]e PARE.


Como anteriormente vai-se exemplificar a execução do algoritmo utilizando a mesma instância de A e B, mudando simplesmente o questionamento, então tem-se o seguinte:

Passo 1:
i = 2, custo[2,1] = t12 = 2    e menorcaminho[2,1] = (1,2)


i = 3, custo[3,1] = t13 = 70  e menorcaminho[3,1] = (1,3)


i = 4, custo[4,1] = t14 = 50  e menorcaminho[4,1] = (1,4)

Passo 2:
j = 2, i = 2, custo[2,2] = (k = 3) {custo[3,1]+t32}= 70 + 3 = 73





(k = 4) {custo[4,1]+t42}= 50 + 5 = 55




custo[2,2] = 55, para (k = 4)




menorcaminho[2,2] = menorcaminho[4,1]//(2) = (1,4,2)



Se (custo[2,1] = 2) < (custo[2,2] = 55), então





custo[2,2] = 2 e menorcaminho[2,2] = (1,2)

j = 2, i = 3, custo[3,2] = (k = 2) {custo[2,1]+t23}= 2 + 3 = 5





(k = 4) {custo[4,1]+t43}= 50 + 6 = 56




custo[3,2] = 5, para (k = 2)

menorcaminho[3,2] = menorcaminho[2,1]//(3) = (1,2,3)


j = 2, i = 4, custo[4,2] = (k = 2) {custo[2,1]+t24}= 2 + 4 = 6





(k = 3) {custo[3,1]+t34}= 70 + 2 = 72




custo[4,2] = 6, para (k = 2)




menorcaminho[4,2] = menorcaminho[2,1]//(4) = (1,2,4)
j = 3, i = 2, custo[2,3] = (k = 3) {custo[3,2]+t32}= 5 + 3 = 8





(k = 4) {custo[4,2]+t42}= 6 + 5 = 11




custo[2,3] = 8, para (k = 3)




menorcaminho[2,3] = menorcaminho[3,2]//(2) = (1,2,3,2)



Se (custo[2,2] = 2) < (custo[2,3] = 8), então





custo[2,3] = 2 e menorcaminho[2,3] = (1,2)

j = 3, i = 3, custo[3,3] = (k = 2) {custo[2,2]+t23}= 2 + 3 = 5





(k = 4) {custo[4,2]+t43}= 6 + 6 = 12




custo[3,3] = 5, para (k = 2)




menorcaminho[3,3] = menorcaminho[2,2]//(3) = (1,2,3)
j = 3, i = 4, custo[4,3] = (k = 2) {custo[2,2]+t24}= 2 + 4 = 6





(k = 3) {custo[3,2]+t34}= 5 + 2 = 7




custo[4,3] = 6, para (k = 2)




menorcaminho[4,3] = menorcaminho[2,2]//(4) = (1,2,4)

j = 4, i = 2, custo[2,4] = (k = 3) {custo[3,3]+t32}= 5 + 3 = 8





(k = 4) {custo[4,3]+t42}= 6 + 5 = 11




custo[2,4] = 8, para (k = 3)




menorcaminho[2,4] = menorcaminho[3,3]//(2) = (1,2,3,2)



Se (custo[2,3] = 2) < (custo[2,4] = 8), então





custo[2,4] = 2 e menorcaminho[2,4] = (1,2)

j = 4, i = 3, custo[3,4] = (k = 2) {custo[2,3]+t23}= 2 + 3 = 5





(k = 4) {custo[4,3]+t43}= 6 + 6 = 12




custo[3,4] = 5, para (k = 2)




menorcaminho[3,4] = menorcaminho[2,3]//(4) = (1,2,4)
j = 4, i = 4, custo[4,4] = (k = 2) {custo[2,3]+t24}= 2 + 4 = 6





(k = 3) {custo[3,3]+t34}= 5 + 2 = 7




custo[4,4] = 6, para (k = 2)




menorcaminho[4,4] = menorcaminho[2,3]//(4) = (1,2,4)

Passo 3:
menorcaminho[n , n - 1]= menorcaminho[4 , 3]= (1,2,4), com custo[4,3] = 6


A princípio, os Algoritmos B e C parecem bastante semelhantes, porém do pontos de vista da complexidade computacional eles pertencem a mundos completamente diferentes. O Algoritmo B, bem como todos os algoritmos para o PER e seus equivalentes (por exemplo o problema do caixeiro viajante), tem muito mais a ver com a força bruta utilizada pelo Algoritmo A do que com a maneira como programação dinâmica é aplicada em C.

3.1.2 Estimativa do Tempo de Execução

Para estimar o tempo de execução dos Algoritmos A, B e C, tenta-se estabelecer uma relação que seja função do número n de sabores, ao invés de se fazer isso para uma instância em específico. Isso é feito de modo a tornar a análise independente da velocidade de determinado computador que porventura seja utilizado para executar o algoritmo, portanto, calcula-se passos ao invés de ciclos de máquina e usa-se a notação-O (notação big-O) para expressar a função de tempo de execução. Desse modo, dizer que o tempo de execução de um algoritmo é O(f(n)), significa que existe uma constante c, tal que o tempo de execução do algoritmo sobre todas as instâncias de tamanho n é limitado por cf(n). O valor exato de c pode depender do computador usado.

O Algoritmo A usa o tempo O(n!). O laço principal é repetido (n-1)! vezes, uma para cada permutação cíclica de {1,2, ... , n}. Cada execução do laço usa o tempo O(n) na geração do próximo ciclo, avaliação do seu custo e atualização do melhor ciclo (se necessário). Multiplicando-se os dois obtém-se uma estimativa de O(n!).

Grande parte do esforço do Algoritmo B está concentrado no seu laço triplo (Passo 2). Assumindo que j está fixado em um valor. Então o laço mais interno usa um tempo não maior quecj para algum c > 0 (a minimização é sobre j – 1 sabores e as seqüências do melhor caminho são de tamanho j). O laço é repetido para cada subconjunto de {2, 3, ... , n} que contém j elementos e para cada um dos j elementos em cada subconjunto. Fazendo o somatório sobre todos os j’s, tem-se:
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O restante do Algoritmo B (o laço inicial – Passo1 – e o cálculo do melhor caminho – Passo 2) tem complexidade linear e sua contribuição é absorvida na notação-O. Desse modo o Algoritmo B usa o tempo O(n22n).


Para o Algoritmo C, o corpo do laço interno (Passo 2) é executado (n-1)2 vezes e gasta tempo O(n) por execução. Isso produz um limite geral de O(n3).

3.1.3 Análise de Pior Caso e de Caso Médio

Os Algoritmos A, B e C são todos muito bem comportados, pois para cada um deles se pode prever, com bastante precisão, o número de passos necessários para resolver uma instância e, além disso, essa previsão não varia de uma instância para outra de mesmo tamanho n. Por outro lado, existem muitos algoritmos cujo número de passos varia enormemente entre instâncias do mesmo tamanho (um exemplo clássico e famoso é o Método SIMPLEX, para resolução de Problemas de Programação Linear). Se é necessário que se tenha uma função de complexidade que assuma um valor único para cada tamanho, existem, praticamente, dois caminhos a seguir. Pode-se calcular, ou o número médio ou o número máximo de passos que um algoritmo pode utilizar, sobre todas as entradas de tamanho n.

O segundo método de análise, chamado de Análise de Pior Caso, tem uma desvantagem óbvia: casos patológicos determinam a complexidade, mesmo que sejam extremamente raros na prática. Análise de Caso Médio, por outro lado, também tem seus problemas. Deve-se escolher uma distribuição de probabilidade para as instâncias e encontrar uma que seja matematicamente tratável e que, também, modele as instâncias encontradas na prática, não é uma tarefa fácil (às vezes até mesmo impossível). A maioria dos algoritmos um pouco mais desenvolvidos, conseqüentemente, mais complexos, introduzem uma grande dependência estatística entre seus estágios individuais e a análise de caso médio se torna uma tarefa muito complicada quando não se pode assumir esta independência (isso geralmente ocorre no caso de heurísticas híbridas e metaheurísticas). Finalizando, enquanto a análise de pior caso, pelo menos, fornece uma garantia ao usuário de um algoritmo, a análise de caso médio, geralmente, fornece uma previsão que pode ser considerada confiável, se e somente se, tem-se que resolver um número considerável de instâncias. Se houver a necessidade de resolver uma determinada instância em particular de um problema e o algoritmo utilizado para isso apresentar um péssimo desempenho, pode ficar como consolo o fato de que foi encontrada uma das exceções estatísticas consideradas insignificantes.

Por essas razões a partir desse momento vai-se utilizar a análise de pior caso para que se possa estabelecer a Teoria da Complexidade – NP (NP-completeness).

3.1.4 Tempo Polinomial

Tendo escolhido uma medida de desempenho de uma algoritmo, o número de passos gastos na solução de uma instância, maximizado sobre todas as instâncias de tamanho n, e expresso como uma função de n. O que falta estabelecer é uma relação entre essa medida e a questão de se saber se um determinado algoritmo é bom  ou não.

Atualmente, a idéia que tem ganho destaque é considerar um algoritmo bom se sua complexidade de pior caso é limitada por uma função polinomial de n. Por exemplo, o Algoritmo C é um algoritmo de tempo polinomial (O(n3)) e, portanto, bom, mas os Algoritmos A e B (complexidades de O(n!) e O(n22n), respectivamente) não são. Ambos são exponenciais no sentido que sua complexidade de pior caso cresce pelo menos tão rapidamente quanto cn, para algum c > 1. Entretanto, existem funções que são subexponenciais, tais como, nlogn, que não são nem polinomiais, nem exponenciais. Por questões de simplicidade usa-se o termo exponencial para fazer referência a qualquer algoritmo cuja complexidade de pior caso não seja limitada por um polinômio.


A diferença entre polinomial e exponencial torna-se clara se for analisada sob o ponto de vista assintótico. Apesar de uma função exponencial poder produzir valores menores que uma dada função polinomial, existirá sempre um N, tal que para todo n ( N, o polinômio vence. Observe o que acontece na tabela apresentada a seguir.

Função
Valores Aproximados

n
10
100
1.000

n log n
33
664
9.966

n3
1.000
1.000.000
109

106 n8
1014
1022
1030

2n
1.024
1,27(1030
1,05(10301

nlog n
2.099
1,93(1013
7,89(1029

n!
3.628.800
10158
4(102567


Além disso, um algoritmo de tempo polinomial tem melhores condições de aproveitar os avanços tecnológicos na velocidade dos computadores. Suponha que se tenha dois algoritmos, um executando em tempo O(n3) e o outro em tempo O(2n), ambos resolvendo uma instância de dimensão n = 100, no tempo de 1 hora. Tendo a disposição um computador 2 vezes mais rápido, o algoritmo de tempo polinomial poderá resolver instâncias com n = 126, isso representa um fator multiplicativo  de 1,26; enquanto que o algoritmo exponencial obtém, somente, um aumento aditivo até n = 101.


Pode-se dizer ainda que, quando se descobre um algoritmo polinomial para um problema, geralmente, ele é resultado de uma seqüência de melhoramentos que irão produzir uma versão de uso prático. Desse modo, encontrar um algoritmo de tempo exponencial com melhor desempenho é, apenas, um problema de organizar a força bruta de forma mais inteligente, porém o grande salto para um algoritmo de tempo polinomial necessita de reais revelações interiores sobre a natureza do problema tratado (sempre imaginando que este salto poderá nunca ser dado).

3.2 P e NP

3.2.1 Problemas de Decisão

Após a classificação de um algoritmo como bom ou ruim, dependendo se sua complexidade é ou não de tempo polinomial, deve-se partir para classificar um problema como fácil ou difícil, dependendo se ele pode ser resolvido ou não por um algoritmo com complexidade de tempo polinomial. Com base nessa distinção é que uma teoria de complexidade de problemas foi desenvolvida.

Por questões de uniformidade, essa teoria se restringe a problemas de decisão, isto é, problemas cujos questionamentos exigem, somente, respostas do tipo sim ou não (como será mostrado isso não restringe a aplicabilidade da teoria). Muitos problemas são expressos de forma natural como problemas de decisão. Como exemplo, vai-se apresentar um problema bem conhecido da teoria de grafos, que será bastante usado para corroborar as afirmações subseqüentes.

PROBLEMA DO CICLO HAMILTONIANO

INSTÂNCIA:
Um grafo G=(V,E), onde V são os vértices e E os arcos que os ligam.

QUESTÃO:
Existe um ciclo (seqüência fechada de arcos) no grafo G passando por cada um dos vértices em V, exatamente uma vez? 

O PER não é um problema de decisão, pois sua questão tem a ver com a permutação de menor custo, porém o PER (e qualquer outro problema de otimização), pode ser reformulado como um problema de decisão através da adição de um limitante B aos dados de entrada. Por exemplo, a versão do PER como um problema de decisão é a seguinte:

PER-Decisão (como um problema de decisão)

INSTÂNCIA:
Inteiro n ( 3 e uma matriz Tn(n = tij, onde cada tij é um inteiro não-negativo e um inteiro B ( 0.

QUESTÃO:
Existe uma permutação cíclica ( de inteiros, de 1 a n, tal que: 
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Fica claro que se existe um algoritmo de tempo polinomial para o PER, então existirá um algoritmo de tempo polinomial para sua versão como um problema de decisão. Isto é verdadeiro para todos os problemas de otimização, desde que o valor da função objetivo de uma solução factível possa ser calculado em um tempo polinomial (o que pode ser assumido sem muitos riscos). O que é mais interessante é que para o PER ( e muitos outros problemas), o inverso também é verdadeiro. A partir disso pode-se formular o seguinte teorema.

Teorema 1: Existe um algoritmo de tempo polinomial para um problema de otimização (por exemplo o PER), se e somente se existir um algoritmo de tempo polinomial para o problema de decisão associado (por exemplo PER-Decisão).

3.2.2 Reduções Polinomiais

A partir de agora vai-se discutir um método de relacionar complexidades de diferentes problemas de decisão. O sonho de todo matemático é reduzir o problema que ele está trabalhando em um problema que já foi resolvido. Em complexidade computacional existe um conceito análogo, o da redução polinomial.

Diz-se que um problema A é redutível em tempo polinomial ao problema B se existir um algoritmo para A que usa como subrotina um algoritmo para B, além disso o algoritmo para A executa em tempo polinomial quando se conta o tempo para execução de cada chamada da subrotina como um passo simples (observe que a subrotina deve ter seu número de chamadas limitado polinomialmente). Esse conceito leva ao seguinte lema, que pode ser facilmente provado usando o fato de que a composição de dois polinômios é um polinômio.

Lema 1: Se existe uma redução polinomial de A para B e se existe um algoritmo de tempo polinomial para B então existe um algoritmo de tempo polinomial para A.


Existem, basicamente, três tipos de redução:

(1) Reduções que provam que um problema é fácil, o problema em questão é reduzido a um problema para o qual já se conhece um algoritmo de tempo polinomial.

(2) Reduções que provam que um problema é difícil, mostrando que algum problema difícil conhecido é reduzido ao problema em questão.

(3) Redução que não provam nada, pois reduzem o problema A de complexidade desconhecida ao problema B que é (ou parece ser) difícil.

Se o problema A pode ser reduzido em tempo polinomial a um problema de programação inteira B, diz que A é polinomialmente transformável em B, cuja notação é A ( B, gerando o seguinte lema.

Lema 2: Se existir transformações polinomiais T1 de A para B e T2 de B para C, então existe uma transformação polinomial T3 de A para C.


Em outras palavras, a transformação polinomial é transitiva e um resultado semelhante também é válido para a redução polinomial.

3.2.3 As Classes P e NP
Define-se a partir de agora, as primeiras e mais importantes classes de problemas de decisão. A classe P consiste de todos os problemas de decisão para os quais existe um algoritmo de tempo polinomial.

Para se definir a classe NP, inicialmente define-se o significado de algoritmo não determinístico, uma ferramenta irreal, mas com grande utilidade teórica na história da teoria da complexidade. Poder-se-ia definir, de maneira informal, um algoritmo não determinístico como sendo aquele que para uma mesma instância pode gerar respostas diferentes, ou seja, tem um desvio condicional que vai para dois lugares diferentes ao mesmo tempo (gera execuções em paralelo). Essas execuções em paralelo podem gerar respostas sim ou não para o problema de decisão associado. Portanto, pode-se definir a classe NP como sendo a classe de problemas de decisão que pode ser resolvida em tempo polinomial por algoritmos não determinísticos.

Uma questão crucial sobre a relação entre as classes P e NP aparece, pois sendo os algoritmos determinísticos (que não possuem o desvio condicional mencionado anteriormente) um caso especial dos algoritmos não determinísticos, pode-se concluir que P ( NP . Então a questão que se faz é se P = NP ? Em outras palavras, pode-se simular deterministicamente qualquer algoritmo não determinístico sem investir mais que uma quantidade polinomial de tempo? Isso parece extremamente improvável. Desse modo, conjectura-se que P ( NP, entretanto nenhuma prova foi encontrada para essa conjectura, o que a torna o principal problema em aberto da ciência da computação e um um dos principais da matemática.

3.3 Complexidade NP

Diz-se que um problema de decisão A é NP-completo se: (a) A ( NP e (b) todo problema em NP é transformável polinomialmente em A. A complexidade de um problema NP-completo está intimamente relacionada com a conjectura que P ( NP. Pois de (a) tem-se que se P = NP e A é NP-completo, então A ( P. Por outro lado, de (b) e do Lema 1, se A ( P, então NP = P. Assim se A é NP-completo, ele é solúvel em tempo polinomial, se e somente se, P = NP. Portanto, como é amplamente aceito, se P ( NP, então nenhum dos problemas NP-completos está em P.

Um problema em NP, para o qual um problema NP-completo é polinomialmente redutível (mas não se sabe se é transformável), também pode ser chamado de NP-completo, e até mesmo considerar que ele tenha as mesmas características de intratabilidade que qualquer problema NP-completo. Para finalizar, existem problemas de decisão que satisfazem a parte (b) da definição, mas não a parte (a) (não se sabe se eles estão em NP), problemas desse tipo são classificados como NP-difíceis (NP-hard). Um problema (de decisão ou qualquer outro) é NP-difícil se todos os problemas de decisão em NP são polinomialmente redutíveis (não necessariamente transformáveis) a ele.

3.4 Convivendo com Problemas NP-difíceis

Saber que determinado problema de seqüenciamento é NP-difícil tem pouco influência para o profissional que deve desenvolver um algoritmo para resolvê-lo. Por sorte, apesar da equivalência teórica, nem todos os problemas NP-difíceis são igualmente difíceis do ponto de vista prático. Tem-se observado alguns problemas NP-difíceis que podem ser resolvidos pseudo-polinomialmente através de programação dinâmica, principalmente se as instâncias a serem resolvidas não são extremamente grandes. Um outro método relacionado com programação dinâmica é o branch&bound (ramificação e poda), que busca fazer uma enumeração implícita de todas as soluções factíveis do problema, através do uso inteligente de limitantes inferiores e superiores do valor da solução.

Outra possibilidade é a aplicação de algoritmos aproximativos. Esses algoritmos produzem soluções com qualidade garantida dentro de uma percentagem fixa em relação a verdadeira solução ótima. Um dos melhores métodos para se atacar problemas de otimização combinatória difíceis é a analogia discreta de subida de montanha (hill climbing) conhecida como busca local (ou na vizinhança). Métodos de busca local geralmente produzem somente soluções factíveis sem garantia de que elas sejam ótimas. Entretanto, para problemas de minimização (maximização), existe uma forma de avaliar a qualidade da solução obtida (ou seja, o desvio que ela apresenta da solução ótima) se existe um limitante inferior (superior) disponível.

Outros métodos sem garantia formal de desempenho podem ser chamados de heurísticas, bastante usadas na prática. Atualmente tem-se desenvolvido bastante pesquisa na área de metaheurísticas que buscam guiar as buscas locais, permitindo que as vizinhanças sejam melhor exploradas, gerando soluções de melhor qualidade.

Neste trabalho vai-se focar a atenção nos métodos heurísticos para solução de problemas de seqüenciamento em máquinas paralelas com tarefas independentes.

4. Problemas de Seqüenciamento em Máquinas Únicas

Antes de se apresentar o caso de máquinas paralelas, vale a pena discutir um algoritmo polinomial para um problema de seqüenciamento em máquina única, isso irá servir para que se inicie um contato maior com os problemas em questão, bem como com a classificação de três campos.

Um resultado geral que é aplicado a qualquer problema de seqüenciamento em máquina única é o seguinte: se todos os tempos de disponibilidade, rj = 0 e se a função objetivo é uma função monótona dos tempos de finalização das tarefas, então somente seqüenciamentos sem preempção e sem ociosidade necessitam ser considerados. Isto vem do fato de que o valor ótimo da função objetivo não melhora se preempção é permitida. Para demonstrar isto observe o seguinte exemplo, no qual uma tarefa i  é dividida, isto é:

· i é executada em dois intervalos de tempo disjuntos, [t1 , t2[ e [t3 , t4[, onde t1 < t2< t3 < t4
· i não é executada em [t2 , t3[ nem imediatamente antes de t1
Se a tarefa i for reseqüenciada de modo que a parte que ocorre em [t1 , t2[ é seqüenciada entre t3 - (t2 - t1) e t3, e qualquer tarefa seqüenciada entre t2 e t3 é anteciparada em (t2 - t1) unidades de tempo, com isso a preempção é eliminada sem nenhum acréscimo na função objetivo. Além disso, nenhuma outra preempção é criada. Aplicando recursivamente este processo para todas as tarefas que apresentam divisão em sua execução, obtém a solução ótima para o problema preemptivo onde nenhuma preempção é necessária. Observe que esta transformação, geralmente gera infactibilidade, se rj (0 para algumas tarefas. Isto pode ser melhor observado na Figura 4.1 (a) e (b).

A próxima seção irá apresentar um exemplo de algoritmo polinomial para resolver o problema com critério de otimização de minimizar o tempo máximo ponderado de finalização.
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Figura 4.1 – Seqüenciamento da tarefa Ji com preempção (a) e sem preempção (b)

4.1 Algoritmo de Lawler para o problema 1 | prec | fmax
Para resolver o problema 1 | prec | fmax, com 
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e fj, monótona para j = 1, ... , n; basta construir uma seqüência ótima (: ((1), ((2), ... , ((n) (onde ((i) representa a tarefa na posição i). LAWLER (1973) desenvolveu um algoritmo simples que constrói esta seqüência em uma ordem inversa.

Seja N = {1, ... , n} o conjunto dos índices de todas as tarefas e S ( N o conjunto dos índices das tarefas ainda não seqüenciadas. Definindo 
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. A regra de seqüenciamento pode ser formulada como segue: Seqüencie a tarefa Jn ( S que não tenha nenhum sucessor em S e tenha o mínimo valor de fj(p(S)) como a última tarefa em (.

Para dar uma descrição formal do algoritmo, representa-se as restrições de precedência como uma matriz de adjacências A = (aij), onde aij = 1 se e somente se a tarefa Jj é um sucessora direta de Ji, caso contrário vale 0. Além disso usa-se n(i) para representar o número de sucessores imediatos de Ji.

ALGORITMO DE LAWLER PARA O 1 | prec | fmax
ENTRADA:
número n de tarefas a serem seqüenciadas, o tempo de processamento pj de cada uma das tarefas e uma matriz de adjacências A, para representar as restrições de precedência, onde cada elemento aij da matriz assume o valor 1 se e somente se a tarefa Jj é um sucessora direta de Ji, caso contrário vale 0.

SAÍDA:
a seqüência ( ótima para execução das n tarefas.

Passo 1:
Faça S  = {1, ... , n} e 
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Passo 2:
Para k = n  até 1 (decrementando k de uma unidade a cada repetição do laço) faça 

Encontre uma tarefa Jj ( S com n(j) = 0 e valor mínimo de fj(p) 
Faça S  = S  \ {j}; n(j) = (; ((k) = j; p = p – pj.

Para i = 1 até n faça


Se aij = 1, então faça n(i) = n(i) -1
Passo 3:
Mostre a seqüência ótima ( cujo valor é o tempo de finalização da última tarefas da mesma PARE.

Este algoritmo tem complexidade O(n2), a seguir vai-se exemplificar o mesmo para um conjunto de 10 tarefas (usou-se os mesmos tempos de processamento e relações de precedência do problema de montagem de bicicletas, porém o time seria de apenas 1 trabalhador). Portando pode-se representar o vetor de tempos de processamento p, como sendo p = {7, 7, 7, 2, 3, 2, 18, 2, 8, 8}, e a matriz de adjacências A, que representa as relações de precedência como:


1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

1
-
1
1
0
0
0
0
0
0
0

2
0
-
0
0
0
0
1
0
0
0

3
0
0
-
0
0
0
1
0
0
0

4
0
0
0
-
1
1
0
0
0
0

5
0
0
1
0
-
0
0
0
1
1

6
0
0
0
0
0
-
0
1
0
0

7
0
0
0
0
0
0
-
0
0
0

8
0
0
0
0
0
0
0
-
1
1

9
0
0
0
0
0
0
0
0
-
0

10
0
0
0
0
0
0
0
0
0
-


Com estes dados pode-se executar o algoritmo de Lawler, como segue:

Passo 1:
S  = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, p = 64, n(1) = 2, n(2) = 1, n(3) = 1, n(4) = 2, n(5) = 3, n(6) = 1, n(7) = 0, n(8) = 2, n(9) = 0, n(10) = 0. 

Passo 2:
k = 10, n(10) = 0, S  = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, n(10) = (, ((10) = 10; p = 64-8=56



n(1)=2,n(2)=1,n(3)=1,n(4)=2,n(5)=2,n(6)=1,n(7)=0,n(8)=1,n(9)=0,n(10)=(

k = 9, n(9) = 0, S  = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, n(9) = (, ((9) = 9; p = 56-8=48



n(1)=2,n(2)=1,n(3)=1,n(4)=2,n(5)=1,n(6)=1,n(7)=0,n(8)=0,n(9)=(,n(10)=(

k = 8, n(8) = 0, S  = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, n(8) = (, ((8) = 8; p = 48-2=46


          n(1)=2,n(2)=1,n(3)=1,n(4)=2,n(5)=1,n(6)=0,n(7)=0,n(8)=(,n(9)=(,n(10)=(

k = 7, n(6) = 0, S  = {1, 2, 3, 4, 5, 7}, n(6) = (, ((7) = 6; p = 46-2=44


          n(1)=2,n(2)=1,n(3)=1,n(4)=1,n(5)=1,n(6)=(,n(7)=0,n(8)=(,n(9)=(,n(10)=(

k = 6, n(7) = 0, S  = {1, 2, 3, 4, 5}, n(7) = (, ((6) = 7; p = 44-18=26


          n(1)=2,n(2)=0,n(3)=0,n(4)=1,n(5)=1,n(6)=(,n(7)=(,n(8)=(,n(9)=(,n(10)=(

k = 5, n(3) = 0, S  = {1, 2, 4, 5}, n(3) = (, ((5) = 3; p = 26-7=19


          n(1)=1,n(2)=0,n(3)=(,n(4)=1,n(5)=0,n(6)=(,n(7)=(,n(8)=(,n(9)=(,n(10)=(

k = 4, n(5) = 0, S  = {1, 2, 4}, n(5) = (, ((4) = 5; p = 19-3=16


         n(1)=1,n(2)=0,n(3)=(,n(4)=0,n(5)=(,n(6)=(,n(7)=(,n(8)=(,n(9)=(,n(10)=(

k = 3, n(4) = 0, S  = {1, 2}, n(4) = (, ((3) = 4; p = 16-2=14


         n(1)=1,n(2)=0,n(3)=(,n(4)=(,n(5)=(,n(6)=(,n(7)=(,n(8)=(,n(9)=(,n(10)=(

k = 2, n(2) = 0, S  = {1}, n(2) = (, ((2) = 2; p = 14-7=7


       n(1)=0,n(2)=(,n(3)=(,n(4)=(,n(5)=(,n(6)=(,n(7)=(,n(8)=(,n(9)=(,n(10)=(

k = 1, n(1) = 0, S  = { }, n(1) = (, ((1) = 1; p = 7-7=0


      n(1)=(,n(2)=(,n(3)=(,n(4)=(,n(5)=(,n(6)=(,n(7)=(,n(8)=(,n(9)=(,n(10)=(
Passo 3:
( = {1, 2, 4, 5, 3, 7, 6, 8, 9, 10} com valor de 64 minutos para finalizar o processo.

5. Problemas de Seqüenciamento em Máquinas Paralelas Idênticas

Nesta seção vai-se tratar de problemas que surgem em ambientes com duas ou mais máquinas, onde esses máquinas possuem mesmas capacidades de processamento (porém, talvez tenham diferenças em desempenho, isto é, diferentes velocidades, entre outras). Tem-se então que qualquer das m ( 2  máquinas estão disponíveis para executar uma dada tarefa e o objetivo é encontrar uma alocação de todas as tarefas nas máquinas existentes que otimize um determinado critério. Vai-se tratar aqui do caso em que as tarefas são independentes e o critério de otimização é a minimização do makespan (tempo máximo de finalização), porém tratar-se-á dos casos de máquinas paralelas idênticas, uniformes e não-relacionadas, que podem ser representadas através da classificação de três campos como, P || Cmax, Q || Cmax e R || Cmax, respectivamente.

5.1 P | | Cmax

O problema P | | Cmax consiste em alocar n tarefas independentes, J1 , ... , Jn a m máquinas paralelas idênticas M1 , ... , Mm , de uma forma não-preemptiva.  Supondo  n SYMBOL 179 \f "Symbol" m SYMBOL 179 \f "Symbol" 2 e que cada tarefa Jj tem um tempo de execução inteiro e positivo pj , então o objetivo do problema é minimizar o tempo de finalização máximo das tarefas (makespan) definido como: 
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Uma possível formulação matemática do P | |Cmax é:
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O P | |Cmax é um dos problemas mais estudados da teoria de seqüenciamento. GAREY e JOHNSON (1979) provaram que este problema é fortemente NP-completo quando o número de máquinas é arbitrário. O problema pode ser resolvido em um tempo pseudo-polinomial quando o número de máquinas é fixo, sendo assim NP-difícil somente no sentido ordinário. Apesar disso é conhecido um grande número de algoritmos heurísticos para o P | |Cmax.


Estes algoritmos podem ser classificados em heurísticas construtivas e heurísticas de melhoramento. As heurísticas construtivas, geralmente, fazem uma pré-ordenação nas tarefas e alocam-nas as máquinas uma a uma de acordo com alguma regra. As heurísticas de melhoramento partem de uma solução inicial qualquer (podendo, até mesmo, ser uma obtida através de uma heurística construtiva) e, então, procuram melhorar essa solução inicial através da troca de uma ou mais tarefas, até que um critério de parada seja satisfeito. A maioria destes algoritmos pertence à primeira categoria e, geralmente, tem conhecido seu limitante de desempenho de pior caso. 


Para este tipo de problema vai-se utilizar um exemplo onde m = 2 e n = 10, com um vetor de tempos de processamento, pj = {84, 3, 68, 39, 83, 51, 71, 43, 31, 20}, apresentando a seguinte solução ótima:

Máquina 1: Tarefas Alocadas = {1, 2, 3, 7, 10} com C1 = 246;

Máquina 2: Tarefas Alocadas = {4, 5, 6, 8, 9} com C2 = 247;

 
Cmax = 247.


A partir de agora vai-se apresentar algumas heurísticas para o P | |Cmax, bem como exemplificar sua aplicação no exemplo apresentado anteriormente.

5.1.1 Processamento de Listas

Os primeiros algoritmos heurísticos para resolver o P | |Cmax, são derivados do trabalho de GRAHAM (1969), esses algoritmos são conhecidos como algoritmos de processamento de listas e tem o seguinte esquema básico de solução.

ALGORITMO DE PROCESSAMENTO DE LISTAS
ENTRADA:
número m de máquinas disponíveis e n de tarefas a serem seqüenciadas e o tempo de processamento pj de cada uma das tarefas.

SAÍDA:
a distribuição das n tarefas nas m máquinas e o tempo de execução da máquina mais carregada (makespan).

Passo 1:
Crie uma lista de tarefas L . 

Passo 2:
A partir de L, forme um seqüenciamento da seguinte forma: enquanto existirem tarefas a serem alocadas, sempre que uma máquina se tornar disponível, aloque a ela a primeira tarefa da lista L. 

Passo 3:
Mostre a alocação obtida e o tempo máximo de finalização da máquina mais carregada e PARE.

A partir desse algoritmo pode-se apresentar um exemplo utilizando como entrada os dados apresentados anteriormente.

ENTRADA:
m = 2 e n = 10, pj = {84, 3, 68, 39, 83, 51, 71, 43, 31, 20}.

Passo 1:
L  = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}. 

Passo 2:
L  = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, M1 = { }, C1  = 0, M2 = { }, C2 = 0.


L  = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, M1 = {1}, C1  = 84, M2 = { }, C2 = 0.

L  = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, M1 = {1}, C1  = 84, M2 = {2}, C2 = 3.


L  = {4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, M1 = {1}, C1  = 84, M2 = {2, 3}, C2 = 71.


L  = {5, 6, 7, 8, 9, 10}, M1 = {1}, C1  = 84, M2 = {2, 3, 4}, C2 = 110.


L  = {6, 7, 8, 9, 10}, M1 = {1, 5}, C1  = 167, M2 = {2, 3, 4}, C2 = 110.


L  = {7, 8, 9, 10}, M1 = {1, 5}, C1  = 167, M2 = {2, 3, 4, 6}, C2 = 161.


L  = {8, 9, 10}, M1 = {1, 5}, C1  = 167, M2 = {2, 3, 4, 6, 7}, C2 = 232.


L  = {9, 10}, M1 = {1, 5, 8}, C1  = 210, M2 = {2, 3, 4, 6, 7}, C2 = 232.


L  = {10}, M1 = {1, 5, 8, 9}, C1  = 241, M2 = {2, 3, 4, 6, 7}, C2 = 232.


L  = { }, M1 = {1, 5, 8, 9}, C1  = 241, M2 = {2, 3, 4, 6, 7, 10}, C2 = 252.

Passo 3:
M1 = {1, 5, 8, 9}, C1  = 241, M2 = {2, 3, 4, 6, 7, 10}, C2 = 252, Cmax = 252.

Fica claro que o Algoritmo de Processamento de Listas deixa em aberto o tópico de como formar a lista L. Na prática se espera que a construção da lista L seja guiada através do estabelecimento de algumas prioridades, baseadas em atributos, tais como, duração das tarefas, entre outros. Um dos procedimento para construção deL, mais conhecidos chama-se LPT (Longest Processing Time first) cujo algoritmo é visto a seguir. 

ALGORITMO LPT
ENTRADA:
número m de máquinas disponíveis e n de tarefas a serem seqüenciadas e o tempo de processamento pj de cada uma das tarefas.

SAÍDA:
a distribuição das n tarefas nas m máquinas e o tempo de execução da máquina mais carregada (makespan).

Passo 1:
Crie uma lista de tarefas L com as tarefas ordenadas em ordem não-crescente de tempos de processamento (ordem de maior tempo de processamento ou LPT). 

Passo 2:
A partir de L, forme um seqüenciamento da seguinte forma: enquanto existirem tarefas a serem alocadas, sempre que uma máquina se tornar disponível, aloque a ela a primeira tarefa da lista L. 

Passo 3:
Mostre a alocação obtida e o tempo máximo de finalização da máquina mais carregada e PARE.

Agora vai-se exemplificar a aplicação do 
algoritmo LPT aos dados já apresentados.

ENTRADA:
m = 2 e n = 10, pj = {84, 3, 68, 39, 83, 51, 71, 43, 31, 20}.

Passo 1:
L  = {1, 5, 7, 3, 6, 8, 4, 9, 10, 2}. 

Passo 2:
L  = {1, 5, 7, 3, 6, 8, 4, 9, 10, 2}, M1 = { }, C1  = 0, M2 = { }, C2 = 0.


L  = {5, 7, 3, 6, 8, 4, 9, 10, 2}, M1 = {1}, C1  = 84, M2 = { }, C2 = 0.


L  = {7, 3, 6, 8, 4, 9, 10, 2}, M1 = {1}, C1  = 84, M2 = {5}, C2 = 83.

L  = {3, 6, 8, 4, 9, 10, 2}, M1 = {1}, C1  = 84, M2 = {5, 7}, C2 = 154.


L  = {6, 8, 4, 9, 10, 2}, M1 = {1, 3}, C1  = 152, M2 = {5, 7}, C2 = 154.


L  = {8, 4, 9, 10, 2}, M1 = {1, 3, 6}, C1  = 203, M2 = {5, 7}, C2 = 154.


L  = {4, 9, 10, 2}, M1 = {1, 3, 6}, C1  = 203, M2 = {5, 7, 8}, C2 = 197.


L  = {9, 10, 2}, M1 = {1, 3, 6}, C1  = 203, M2 = {4, 5, 7, 8}, C2 = 236.


L  = {10, 2}, M1 = {1, 3, 6, 9}, C1  = 234, M2 = {4, 5, 7, 8}, C2 = 236.


L  = {2}, M1 = {1, 3, 6, 9, 10}, C1  = 254, M2 = {4, 5, 7, 8}, C2 = 236.


L  = { }, M1 = {1, 3, 6, 9, 10}, C1  = 254, M2 = {2, 4, 5, 7, 8}, C2 = 239.

Passo 3:
M1 = {1, 3, 6, 9, 10}, C1  = 254, M2 = {2, 4, 5, 7, 8}, C2 = 239, Cmax = 254.

Nota-se que apesar de se optar por uma política para construção da lista a solução obtida é pior do que uma lista aleatória, isso pode acontecer, porém o algoritmo tem uma garantia de desempenho de pior caso de 4/3-(1/3m), o significado disso é o seguinte: O limitante de desempenho de pior caso pode ser definido como: dado um procedimento heurístico H para um problema P, seja H(I) e OPT(I) o valor produzido por H e o valor da solução ótima, respectivamente, para uma dada instância I de P. O limitante de desempenho de pior caso de H é o máximo valor R(H) tal que: H(I) / OPT(I) ( R(H), (I, ou seja, para o LPT, tem-se, LPT(I) / OPT(I) ( 4/3-(1/3m).

Antes de se entrar nas heurísticas de melhoramento, vai-se apresentar um procedimento interativo baseado na equivalência entre o P | |Cmax e o problema de empacotamento (bin packing problem). Esse procedimento, chamado MULTIFIT, foi desenvolvido por COFFMAN, GAREY e JOHNSON (1978) e é discutido com detalhes na próxima seção. 

5.1.2 MULTIFIT


O modelo básico para o Problema de Empacotamento (PE) é o seguinte: dada uma capacidade C positiva e inteira, de cada caixa (bin) e um conjunto de itens, chamado L = (q1, q2, ... , qn ), com cada item qi tendo um tamanho inteiro e positivo s(qi) satisfazendo 0 ( s(qi ) ( C, o  objetivo é encontrar o menor inteiro m tal que exista uma partição de L = B1 ( B2 ( ... ( Bm satisfazendo 
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. Geralmente, imagina-se cada conjunto Bi como sendo uma caixa de capacidade C e tenta-se minimizar o número de caixas necessárias para empacotar L. 


O P | |Cmax pode  ser  visto  como  um  Problema  de Empacotamento, considerando a seguinte equivalência: para uma dada capacidade C e um conjunto de tarefas (itens) J=(J1,  J2 , ... , Jn) cada uma tendo um tempo de processamento (tamanho) inteiro e positivo pj , com 0 ( pj ( C. O objetivo é encontrar o mínimo valor de m tal que exista uma partição de J em subconjuntos J’1,  J’2 , ... , J’m, satisfazendo 
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O procedimento MULTIFIT resolve heuristicamente, utilizando uma heurística denominada FFD (first fit decreasing), uma série de Problemas de Empacotamento que dirão se devemos  aumentar ou diminuir a capacidade das caixas (máquinas) dependendo se o número de máquinas necessárias para alocar as n tarefas é maior ou menor que as m disponíveis. Antes de se apresentar o procedimento MULTIFIT, vai-se mostrar o algoritmo FFD.

ALGORITMO FFD
ENTRADA:
número n de tarefas (itens) a serem seqüenciadas (alocados) e a capacidade C de cada caixa.

SAÍDA:
o número m de máquinas (caixas) necessárias para alocar todas as tarefas (itens) e a distribuição dos itens nas caixas.

Passo 1:
Crie uma lista de tarefas L com as tarefas (itens) ordenadas em ordem não-crescente de tempos de processamento (peso do item). 

Passo 2:
Enquanto existirem tarefas (itens) a serem alocadas, aloque a primeira tarefa da lista L, a primeira máquina (caixa) disponível em que ela couber, se necessário abra outra caixa.

Passo 3:
Mostre a alocação obtida e o número de máquinas necessárias para fazê-la e PARE.

Agora vai-se exemplificar a aplicação do 
algoritmo FFD aos dados do exemplo, considerando uma capacidade C = 200.

ENTRADA:
n = 10, pj = {84, 3, 68, 39, 83, 51, 71, 43, 31, 20}, C = 200, m = 0.

Passo 1:
L  = {1, 5, 7, 3, 6, 8, 4, 9, 10, 2}. 

Passo 2:
L  = {5, 7, 3, 6, 8, 4, 9, 10, 2}, m = m+1 = 1, M1 = {1}, C1  = 84.

L  = {7, 3, 6, 8, 4, 9, 10, 2}, m = 1, M1 = {1, 5}, C1  = 167.

L  = {3, 6, 8, 4, 9, 10, 2}, m = 2, M1 = {1, 5}, C1  = 167, M2 = {7}, C2 = 71.

L  = {6, 8, 4, 9, 10, 2}, m = 2, M1 = {1, 5}, C1  = 167, M2 = {3, 7}, C2 = 139.

L  = {8, 4, 9, 10, 2}, m = 2, M1 = {1, 5}, C1  = 167, M2 = {3, 6, 7}, C2 = 190.

L  = {4, 9, 10, 2}, m=3, M1={1, 5},C1 =167, M2={3, 6, 7}, C2=190, M3 ={8}, C2=43.

L  = {9, 10, 2}, m=3, M1={1, 5},C1 =167, M2={3, 6, 7}, C2=190, M3 ={4,8}, C2=82.

L  = {10, 2}, m=3, M1={1, 5, 9},C1 =198, M2={3, 6, 7}, C2=190, M3 ={4,8}, C2=82.

L  = {2}, m=3, M1={1, 5, 9},C1 =198, M2={3, 6, 7}, C2=190, M3 ={4,8,10}, C2=102.

L  = { }, m=3, M1={1, 5, 9},C1 =198, M2={3, 6, 7, 2}, C2=193, M3 ={4,8,10}, C2=102.

Passo 3:
m=3, M1={1, 5, 9},C1 =198, M2={3, 6, 7, 2}, C2=193, M3 ={4,8,10}, C2=102.

Para o caso onde a capacidade é igual a 200, seriam necessárias 3 máquinas para realizar o serviço, esta é a idéia do algoritmo MULTIFIT, a partir do resultado obtido pelo algoritmo FFD, ele faz uma busca dicotômica aumentando ou diminuindo a capacidade C, de modo que se tenha uma distribuição das tarefas com um m igual ao número de máquinas disponíveis. Para que se inicie o processo é necessário que tenhamos um limitante inferior (LI) e um limitante superior (LS) para a capacidade C, pois estes valores direcionam a busca, este limitantes podem ser calculados como segue: 
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ALGORITMO MULTIFIT
ENTRADA:
número m de máquinas disponíveis e n de tarefas a serem seqüenciadas, o tempo de processamento pj de cada uma das tarefas e um número k, indicando o número de interações que o processo irá realizar.

SAÍDA:
a distribuição das n tarefas nas m máquinas e o tempo de execução da máquina mais carregada (makespan).

Passo 1:
Calcule LI e LS, para o conjunto de tempos de processamento dado e faça L1(0) = LS e L2(0) = LI. Inicialize o contador de interações i = 1.

Passo 2:
Se i > k então vá para o Passo 4, caso contrário atualize a capacidade da seguinte forma: 
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Passo 3:
Execute o algoritmo FFD, para a capacidade calculada no Passo2 e de acordo com o valor do número de caixas mFFD  obtido tome a seguinte decisão:


Se mFFD  ( m faça L1(i) = C, L2(i) = L2(i-1), i = i + 1 e vá para o Passo 2.


Se mFFD  > m faça L2(i) = C, L1(i) = L1(i-1), i = i + 1 e vá para o Passo 2.

Passo 4:
Mostre a alocação obtida e o tempo máximo de finalização da máquina mais carregada e PARE.

Agora vai-se exemplificar a aplicação do 
algoritmo MULTIFIT aos dados do exemplo com que se vem trabalhando, vai-se trabalhar com k = 7, que é a sugestão do artigo original como sendo um número que se pode obter bons resultados de maneira rápida, porém sabe-se que quanto maior este número melhores serão os resultados.

ENTRADA:
m = 2 e n = 10, pj = {84, 3, 68, 39, 83, 51, 71, 43, 31, 20}, k = 7.

Passo 1:
LI=max {246,5 ; 84}=246,5 e LS=max {493 ; 84}=493, L1(0)=493, L2(0)=246,5; i = 1.

Passo 2:
(i  = 1) ( (k  = 7) então C  = (L2(0) + L1(0) )/2 = 369,75.

mFFD =2, M1={1, 2, 3, 5, 6, 7},C1 =360, M2 ={4, 8, 9, 10}, C2=133.

L1(1)= 369,75 ; L2(1)=246,5; i = i + 1 = 2.

Passo 2:
(i  = 2) ( (k  = 7) então C  = (L2(1) + L1(1) )/2 = 308,125.

mFFD =2, M1={1, 3, 5, 7},C1 =306, M2 ={2, 4, 6, 8, 9, 10}, C2=187.

L1(2)= 308,125; L2(2)=246,5; i = i + 1 = 3.

Passo 2:
(i  = 3) ( (k  = 7) então C  = (L2(2) + L1(2) )/2 = 277,3125.

mFFD =2, M1={1, 2, 5, 7, 9},C1 =272, M2 ={3, 4, 6, 8, 10}, C2=221.

L1(3)= 277,3125; L2(3)=246,5; i = i + 1 = 4.

Passo 2:
(i  = 4) ( (k  = 7) então C  = (L2(3) + L1(3) )/2 = 261,90625.

mFFD =2, M1={1, 2, 5, 7, 10},C1 =261, M2 ={3, 4, 6, 8, 9}, C2=232.

L1(4)= 261,90625; L2(4)=246,5; i = i + 1 = 5.

Passo 2:
(i  = 5) ( (k  = 7) então C  = (L2(4) + L1(4) )/2 = 254,203125.

mFFD =2, M1={1, 2, 5, 7},C1 =241, M2 ={3, 4, 6, 8, 9, 10}, C2=252.

L1(5)= 254,203125; L2(5)=246,5; i = i + 1 = 6.

Passo 2:
(i  = 6) ( (k  = 7) então C  = (L2(5) + L1(5) )/2 = 250,3515625.

mFFD =3, M1={1, 2, 5, 7},C1 =241, M2 ={3, 4, 6, 8, 9}, C2=232, M3 ={10}, C3=20.

L1(6)= 254,203125; L2(6)= 250,3515625; i = i + 1 = 7.

Passo 2:
(i  = 7) ( (k  = 7) então C  = (L2(6) + L1(6) )/2 = 252,27734375.

mFFD =2, M1={1, 2, 5, 7},C1 =241, M2 ={3, 4, 6, 8, 9, 10}, C2=252.

L1(7)= 252,27734375; L2(7)= 250,3515625; i = i + 1 = 8.

Passo 2:
(i  = 8) > (k  = 7) então vá para o Passo 3.

Passo 3:
M1={1, 2, 5, 7},C1 =241, M2 ={3, 4, 6, 8, 9, 10}, C2=252, Cmax = 252.

Nota-se que o MULTIFIT chegou a um resultado melhor que o LPT e igual ao procedimento aleatório, porém ainda não foi encontrada a solução ótima para o problema. MULTIFIT tem um tempo computacional de O(nlogn + knlogm), que é independente de m, e seu limitante de desempenho de pior caso do é MULTIFI(I)/OPT(I) ( 11/9 + 2-k, também independente de m. Agora vai-se apresentar algumas heurísticas de melhoramento, que tentam encontrar soluções melhores a partir de uma solução inicial.

5.1.3 0/1-INTERCHANGE


Dentre as heurísticas de melhoramento que procuram através de trocas e realocações de tarefas, melhorar uma solução inicial factível obtida de uma maneira qualquer, pode-se citar o algoritmo denominado 0/1-INTERCHANGE apresentado por FINN e HOROWITZ (1979). O algoritmo 0/1-INTERCHANGE inicia alocando n tarefas as m máquinas em uma ordem aleatória. Então faz uma ordenação das máquinas de modo que C1 ( C2 (... ( Cm . Seja d = C1 - Cm  a diferença entre os tempos de finalização da máquina mais carregada e da menos carregada. Se existir uma tarefa na máquinaM1 , cujo tempo de processamento pj  é menor que d , então esta tarefa é retirada de M1 e realocada em Mm. O algoritmo continua com uma nova ordenação das máquinas de acordo com suas novas cargas, recalcula d e busca por uma tarefa na nova máquina M1  cujo tempo de processamento seja menor que d e realiza a troca. O algoritmo continua até que nenhuma tarefa em M1  satisfaça a condição pj < d.  O algoritmo 0/1-Interchange pode ser formalizado como segue.

ALGORITMO 0/1-INTERCHANGE
ENTRADA:
número m de máquinas disponíveis e n de tarefas a serem seqüenciadas, o tempo de processamento pj de cada uma das tarefas.

SAÍDA:
a distribuição das n tarefas nas m máquinas e o tempo de execução da máquina mais carregada (makespan).

Passo 1:
Inicialize as máquinas alocando as n tarefas em uma ordem qualquer.

Passo 2:
Ordene as máquinas de modo que C1 ( C2 (... ( Cm. Faça d = C1 - Cm.

Passo 3:
Se existir uma tarefa Jj , em M1, tal que, pj < d 


então 
remova Jj  de M1 e recalcule sua carga, C1 = C1 - pj



aloque Jj  em Mm e recalcule sua carga, Cm = Cm + pj



vá para o Passo 2.



caso contrário vá para o Passo 4.

Passo 4:
Mostre a alocação obtida e o tempo máximo de finalização da máquina mais carregada e PARE.


Para exemplificar vai-se usar como solução inicial aquela obtida pelo primeiro algoritmo de processamento de listas da seção 5.1.1, além do mesmo conjunto de dados utilizado anteriormente.

ENTRADA:
m = 2 e n = 10, pj = {84, 3, 68, 39, 83, 51, 71, 43, 31, 20}.

Passo 1:
M1 = {1, 5, 8, 9}, C1  = 241, M2 = {2, 3, 4, 6, 7, 10}, C2 = 252, Cmax = 252.

Passo 2:
M1 = {2, 3, 4, 6, 7, 10}, C1 = 252 e M2 = {1, 5, 8, 9}, C2  = 241, d = 252 – 241 = 11

Passo 3:
J2 em M1 com (p2 = 3) < d 


então 
M1 = {3, 4, 6, 7, 10}, C1 = 249




M2 = {1, 2, 5, 8, 9}, C2  = 244

Passo 2:
M1 = {3, 4, 6, 7, 10}, C1 = 249 e M2 = {1, 2, 5, 8, 9}, C2  = 243, d = 249 – 244 = 5

Passo 3:
Não há uma tarefa Jj , em M1, tal que, pj < d, então vá para o Passo 4.

Passo 4:
M1 = {3, 4, 6, 7, 10}, C1 = 249 e M2 = {1, 2, 5, 8, 9}, C2  = 243, Cmax = 249.

O algoritmo 0/1-INTERCHANGE executa em um tempo computacional de O(nlogm) e o valor de seu limitante de desempenho de pior caso é 2. Este algoritmo melhorou os valores do MULTIFIT, porém ainda não alcançou a solução ótima, para finalizar os algoritmos de melhoramento para o P || Cmax, vai-se apresentar um algoritmo 3-FASES desenvolvido por MÜLLER (1993), que apresentou o melhor desempenho para esse tipo de problema.

5.1.4 ALGORITMO HEURÍSTICO  3-FASES

Dentre as heurísticas de melhoramento que procuram através de trocas e realocações de tarefas, melhorar uma solução inicial factível obtida de uma maneira qualquer, pode-se citar o algoritmo denominado 0/1-INTERCHANGE apresentado


O algoritmo 3-FASES pode ser resumido do seguinte modo. Na FASE 1, as tarefas são classificadas de acordo com os tempos de processamento e alocadas as máquinas de maneira a obter um carregamento razoavelmente balanceado entre elas. Na FASE 2, a divisão de carga é melhorada, movendo-se, sucessivamente, uma tarefa da máquina mais carregada para a menos carregada usando o valor de um limitante pré-calculado como alvo. Por fim, na FASE 3, tenta-se um balanço de cargas ainda melhor, através da troca simultânea de duas tarefas pertencentes a máquinas diferentes. O detalhamento do algoritmo 3-FASES será feito a seguir.


FASE 1 - Alocação Inicial: Esta fase pode ser vista como um procedimento construtivo, com a característica de não necessitar uma pré-ordenação das tarefas, geralmente requerida na maioria dos algoritmos construtivos conhecidos. A única exigência é que se conheça um limitante inferior (
[image: image33.wmf]p

) e superior (
[image: image34.wmf]p

) dos tempos de processamento das tarefas a serem alocadas. Por exemplo, eles podem ser obtidos como 
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De posse destes dois limitantes, a idéia básica subjacente ao algoritmo heurístico é dividir o intervalo [
[image: image36.wmf]p

,
[image: image37.wmf]p

] em r intervalos aproximadamente iguais e associar cada tarefa ao intervalo que corresponde ao seu tempo de processamento.


Chamando esses r intervalos de I1 ,..., Ir , onde r é um parâmetro de entrada do algoritmo, chama-se uma tarefa Jj de l-tarefa se 
[image: image38.wmf]l
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 . A alocação inicial proposta funciona do seguinte modo: primeiro inicializa-se s1 = ... = sr = 0, o índice da máquina na qual a última l-tarefa foi alocada (l = 1,...,r). Então, para cada uma das n tarefas Jj : se Jj  é uma l-tarefa aloque-a a máquina sl (mod m) + 1 e faça sl = sl (mod m) + 1, onde sl (mod m) = 0 quando sl é múltiplo de m e igual ao resto da divisão (sl / m), caso contrário. O que se objetiva é alocar um mesmo número de tarefas a cada intervalo de cada máquina e, com isso, assegurar uma alocação equilibrada entre as máquinas.


Exemplificando o funcionamento da alocação inicial, considere a divisão de [
[image: image39.wmf]p

,
[image: image40.wmf]p

] em r intervalos  e m = 2, r  = 2.

FASE 1 - ALOCAÇÃO INICIAL

ENTRADA:
m = 2, n = 10 e r = 2, pj = {84, 3, 68, 39, 83, 51, 71, 43, 31, 20}.

Fase 1:


[image: image41.wmf]p

 = 3,  
[image: image42.wmf]p

 = 84 e I1  =  [3 ; 43,5] e I2 = (43,5 ; 84]. Faça s1 = s2 = 0.



J1 é uma l​-tarefa, onde l = 2, s2 = s2 (mod 2) + 1 = 1, 

M1 = {I1=[ ], I2=[1]}C1 = 84 e M2 = {I1=[ ], I2=[ ]}, C2  = 0.


J2 é uma l​-tarefa, onde l = 1, s1 = s1 (mod 2) + 1 = 1, 

M1 = {I1=[2], I2=[1]}C1 = 87 e M2 = {I1=[ ], I2=[ ]}, C2  = 0.



J3 é uma l​-tarefa, onde l = 2, s2 = s2 (mod 2) + 1 = 2, 

M1 = {I1=[2], I2=[1]}C1 = 87 e M2 = {I1=[ ], I2=[3]}, C2  = 68.


J4 é uma l​-tarefa, onde l = 1, s1 = s1 (mod 2) + 1 = 2, 

M1 = {I1=[2], I2=[1]}C1 = 87 e M2 = {I1=[4], I2=[3]}, C2  = 107.



J5 é uma l​-tarefa, onde l = 2, s2 = s2 (mod 2) + 1 = 1, 

M1 = {I1=[2], I2=[1,5]}C1 = 170 e M2 = {I1=[4], I2=[3]}, C2  = 107.



J6 é uma l​-tarefa, onde l = 2, s2 = s2 (mod 2) + 1 = 2, 

M1 = {I1=[2], I2=[1,5]}C1 = 170 e M2 = {I1=[4], I2=[3,6]}, C2  = 158.



J7 é uma l​-tarefa, onde l = 2, s2 = s2 (mod 2) + 1 = 1, 

M1 = {I1=[2], I2=[1,5,7]}C1 = 241 e M2 = {I1=[4], I2=[3,6]}, C2  = 158.



J8 é uma l​-tarefa, onde l = 1, s1 = s1 (mod 2) + 1 = 1, 

M1 = {I1=[2,8], I2=[1,5,7]}C1 = 284 e M2 = {I1=[4], I2=[3,6]}, C2  = 158.



J9 é uma l​-tarefa, onde l = 1, s1 = s1 (mod 2) + 1 = 2, 

M1 = {I1=[2,8], I2=[1,5,7]}C1 = 284 e M2 = {I1=[4,9], I2=[3,6]}, C2  = 189.



J10 é uma l​-tarefa, onde l = 1, s1 = s1 (mod 2) + 1 = 1, 

M1 = {I1=[2,8,10], I2=[1,5,7]}C1 = 304 e M2 = {I1=[4,9], I2=[3,6]}, C2  = 189.


Como pode-se notar neste exemplo, a alocação inicial não atingiu a solução ótima do problema, mas o que realmente se busca com este procedimento é, sem a necessidade de qualquer ordenação das tarefas, alocar o mesmo número de tarefas em cada intervalo Il , nas m máquinas. Pode-se notar que quanto maior a razão (n/mr) - número médio de tarefas por intervalo, por máquina - maiores as chances de atingir estes objetivos. Note também que cada máquina contém praticamente todo o espectro de tipos de tarefas. Estas características se mostrarão bastante úteis nas duas fases seguintes do algoritmo, principalmente quando se procura eficiência na busca das melhores  trocas de tarefas entre máquinas.

FASE 2 - Fase de Balanceamento: Esta fase pode ser vista como um procedimento de melhoramento, pois, a partir da solução encontrada pela FASE 1, ela procura diminuir o tempo de finalização, trocando tarefas da máquina mais carregada para a menos carregada, até que não existam mais trocas que atinjam este objetivo.


A escolha das tarefas a serem trocadas é orientada pelo tempo médio de finalização, definido como 
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 , que independe de como as tarefas foram alocadas as máquinas. O valor de 
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, também conhecido como limitante de McNaughton (McNAUGHTON - 1959), é um limitante inferior para a solução ótima do problema. Ele corresponde à solução ótima quando a hipótese de tarefas não-preemptivas é relaxada. Este valor de 
[image: image45.wmf]C

 servirá como um alvo para decidir em qual intervalo será feita a busca da tarefa a ser trocada e qual será esta tarefa. Deve-se notar que o uso do alvo não restringe a busca, pois quando não existem tarefas que satisfazem o alvo, a FASE 2 permite uma ampliação no espaço de busca, liberando trocas que ultrapassem o alvo, desde que a solução melhore. A figura 5.1 ilustra o funcionamento da FASE 2 do algoritmo.
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Figura 5.1 - Representação Gráfica dos Principais Elementos da FASE 2 do Algoritmo 3-FASES.


O objetivo da FASE 2 é, através de trocas simples de tarefas, procurar levar o tempo de finalização das máquinas a um valor o mais próximo possível de 
[image: image47.wmf]C

 (valor ótimo preemptivo). Identificados M1 e Mm  e calculados 
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 , passa-se a procurar uma tarefa em M1 que, ao ser movida para Mm , leve o valor de C1 e Cm para valores próximos de 
[image: image52.wmf]C

 . É evidente que a melhor delas será aquela com tempo de processamento mais  próximo a (. Primeiramente encontra-se o intervalo Il ao qual ( pertence e busca-se nele uma tarefa com tempo de processamento menor que (. Se esta tarefa não for encontrada, permite-se ainda que tarefas com tempos de processamento menores que (’ sejam selecionadas.


No caso de não existirem tarefas em Il que possam ser trocadas, tenta-se encontrar uma nos intervalos (l –1) a 1, pois sabe-se que todas as tarefas pertencentes a estes intervalos satisfazem a condição pj < (’. Se, ainda assim, não for encontrada uma tarefa que possa ser trocada, tenta-se uma busca, nos intervalos (l+1) a r, por uma tarefa tal que pj < (’ (note que esta busca se estende até que se encontra o primeiro intervalo cujo limitante inicial seja maior que (’, pois, a partir deste ponto, a busca se torna sem sentido). Quando não existirem mais tarefas a serem trocadas, o algoritmo passa para a FASE 3.


É importante salientar que a estrutura de intervalos não é alterada, uma vez que quando identificada a tarefa a ser trocada, ela muda de máquina, mas permanece em seu intervalo original. Esta estruturação das tarefas em intervalos de acordo com seus tempos de processamento facilita bastante a busca das tarefas que são as melhores candidatas à realocação. Uma formalização dessa fase é feita a seguir.

FASE 2 – TROCAS SIMPLES
Passo 1:
Identifique as máquinas mais e menos carregadas e chame-as de M1 e Mm, respectivamente. 

Passo 2:
Calcule 
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Se 
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 , faça l = 0 e vá para o Passo 5. Caso contrário, ( pertence a algum intervalo  Il , ou 
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 Passo 3:
Se não existe em M1 uma tarefa Jj  com 
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 , vá para o Passo 4. Caso contrário, realoque uma tarefa pertencente ao intervalo Il , de M1  para Mm e vá para o Passo 1. 

Passo 4:
Se não existe em M1 uma tarefa Jj  com 
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 , vá para o Passo 5. Caso contrário, realoque uma tarefa pertencente ao intervalo 
[image: image61.wmf]l
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 , de M1 para Mm e vá para o Passo 1.

Passo 5:
Se l = r, vá para a FASE 3. Caso contrário procure em M1  uma tarefa Jj  em 
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 , sucessivamente, tal que 
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 (Note que esta busca deve parar no primeiro intervalo no qual todas as tarefas tenham tempos de processamento maiores ou iguais a (’). Se não encontrar esta tarefa, vá para a FASE 3. Caso contrário, realoque a tarefa Jj  de M1  para Mm e vá para o Passo 1.


Para um melhor entendimento dos passos do algoritmo, será apresentado um exemplo de como a FASE 2 do algoritmo 3-FASES trabalha. Inicia-se com o resultado obtido ao final da FASE 1, apresentado anteriormente.

FASE 2 – TROCAS SIMPLES
ENTRADA:
m = 2, n = 10 e r = 2, pj = {84, 3, 68, 39, 83, 51, 71, 43, 31, 20}.

M1 = {I1=[2,8,10], I2=[1,5,7]}C1 = 304 e M2 = {I1=[4,9], I2=[3,6]}, C2  = 189.

Passo 1:
M1 = M1 e Mm = M2, 
[image: image64.wmf]C

= 246,5. 

Passo 2:
(1=304-246,5=57,5 ; (m=246,5-189=57,5; (=57,5  e (’=304-189=115. ((I2.

Passo 3:
J1 (M1, com p1 (I2 e p1 < (’, então realoque J1, obtendo a configuração:

M1 = {I1=[2,8,10], I2=[5,7]}C1 = 220 e M2 = {I1=[4,9], I2=[1,3,6]}, C2  = 273. Vá para o Passo 1.

Passo 1:
M1 = M2 e Mm = M1, 
[image: image65.wmf]C

= 246,5. 

Passo 2:
(1=273-246,5=26,5 ; (m=246,5-220=26,5; (= 26,5  e (’=273-220=53. ((I1.

Passo 3:
J4 (M2, com p4 (I1 e p4 < (’, então realoque J4, obtendo a configuração:

M1 = {I1=[2,4,8,10], I2=[5,7]}C1 = 259 e M2 = {I1=[9], I2=[1,3,6]}, C2  = 234. Vá para o Passo 1.

Passo 1:
M1 = M1 e Mm = M2, 
[image: image66.wmf]C

= 246,5. 

Passo 2:
(1=259-246,5=12,5 ; (m=246,5-234=12,5; (= 12,5  e (’=259-234=25. ((I1.

Passo 3:
J2 (M1, com p2 (I1 e p2 < (’, então realoque J2, obtendo a configuração:

M1 = {I1=[4,8,10], I2=[5,7]}C1 = 256 e M2 = {I1=[2,9], I2=[1,3,6]}, C2  = 237. Vá para o Passo 1.

Passo 1:
M1 = M1 e Mm = M2, 
[image: image67.wmf]C

= 246,5. 

Passo 2:
(1=256-246,5=9,5 ; (m=246,5-237=9,5; (= 9,5  e (’=256-237=19. ((I1.

Passo 3:
Não existe em M1 uma tarefa Jj  com 
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 , vá para o Passo 4. 

Passo 4:
Não existe em M1 uma tarefa Jj  com 
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 , vá para o Passo 5. 

Passo 5:
Não há tarefa em M1, tal que 
[image: image70.wmf]D
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A FASE 2 realiza a mudança de uma tarefa de uma máquina para outra, de acordo com certos critérios que foram apresentados. Já na FASE 3, que será apresentada a seguir, será feita uma busca por duplas trocas, envolvendo tarefas de diferentes máquinas.


FASE 3 - Duplas Trocas: De modo a incorporar novas soluções ao espaço de busca, desenvolveu-se outra fase, que também pode ser vista como um algoritmo de melhoramento. Esta fase busca realizar duplas trocas, envolvendo uma tarefa da máquina mais carregada e uma de outra máquina. Esta fase é um pouco mais elaborada, pois além de envolver duas tarefas, procura a melhor troca dentre todas as possíveis, aproveitando a estrutura de armazenamento das tarefas em intervalos para reduzir as combinações à pesquisar.


Novamente M1 e Mm representam as máquinas mais e menos carregadas, respectivamente. As máquinas restantes são arbitrariamente nomeadas. Nesta fase tenta-se a troca de uma tarefa de M1 (digamos, Jj) com uma tarefa de outra máquina Mh (
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), partindo de h = m, m-1, ..., 2, até que uma troca vantajosa seja identificada, isto é, uma troca tal que 
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 . A figura 5.2 ajuda a compreensão da FASE 3.
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Figura 5.2 - Representação Gráfica dos Principais Elementos da FASE 3 do Algoritmo 3-FASES.


A idéia do uso de um alvo para direcionar a busca da melhor troca, como por exemplo o uso de 
[image: image74.wmf]C

 na FASE 2, é novamente utilizada aqui. Usa-se d/2 como valor alvo para a diferença dos tempos de processamento entre as duas tarefas a serem trocadas. Para se chegar a este valor, observe que após a troca, o valor de C1 diminuirá para 
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 e este valor é minimizado para ( = d/2.


Usando este alvo e a estrutura de intervalos, vê-se que, para achar a troca que mais se aproxima de SYMBOL 113 \f "Symbol" , não é necessário enumerar todas as trocas possíveis, pois a busca fica restrita a pares de tarefas pertencentes a dois intervalos localizados a aproximadamente d/2 unidades de distância.


Ao contrário da FASE 2, onde se realiza o primeiro movimento que satisfaça as condições dadas, a FASE 3 busca pelo melhor movimento dentre os analisados. Para isto, primeiro se identifica o intervalo que está distante d/2 unidades do limitante superior do intervalo r (intervalo de ordem mais alta). A partir destes dois intervalos e, considerando também os outros pares de intervalos que estejam à esta mesma distância, busca-se a melhor troca possível, envolvendo as tarefas pj e p'j tal que 0 < pj - p'j < d , entre as máquinas mais e menos carregadas. Se não existir nenhum par de tarefas a ser trocado com a máquina menos carregada, busca-se em outra máquina, até que todas as máquinas sejam analisadas ou a melhor troca seja encontrada. Os passos desta fase são formalizados como segue.

FASE 3 – TROCAS DUPLAS
Passo 1:
Faça h = m. 
Passo 2:
Faça t = r;  ft =  C1  e  d = C1 - Ch.


Se  
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Passo 3:
Se existem as tarefas Jj  e 
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Caso contrário faça ft = C1.



Se s = 1, faça 
[image: image85.wmf]t

t

=

 e vá para o Passo 5.

Passo 4:
Faça s = s - 1; t = t - 1 e vá para o Passo 3.

Passo 5:
Faça 
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 . Se f* < C1 , troque as duas tarefas Jj  e 
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  que produziram f*  e vá para a FASE 2. Se f* = C1 , faça h = h - 1. Se h > 1 vá para o Passo 2. Se h = 1, Vá para o Passo 6.

Passo 6:
Mostre a alocação obtida e o tempo máximo de finalização da máquina mais carregada e PARE.


Novamente apela-se para um exemplo para ajudar o entendimento da FASE 3 do algoritmo 3-FASES. Tomando como ponto de partida a configuração final encontrada pela aplicação da FASE 2 ao exemplo anterior, tem-se:

FASE 3 – TROCAS DUPLAS
ENTRADA:
m = 2, n = 10 e r = 2, pj = {84, 3, 68, 39, 83, 51, 71, 43, 31, 20}.

M1 = {I1=[4,8,10], I2=[5,7]}C1 = 256 e M2 = {I1=[2,9], I2=[1,3,6]}, C2  = 237.

Passo 1:
Faça h = 2.

Passo 2:
Faça t = 2;  f2 =  256  e  d = 256–237 = 19;
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Passo 3:
Procura-se Jj ( M1 e J’j ( M2 com pj ( I2 e p’j ( I2 e 
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Possibilidade 1) p5 – p’1 = 83 – 84 = - 1 < 0, desconsiderada.


Possibilidade 2) p5 – p’3 = 83 – 68 = 15 ( C1 = 256-15 = 241 e C2  = 237+15 = 252.


Possibilidade 3) p5 – p’6 = 83 – 51 = 32 > d, desconsiderada.


Possibilidade 4) p7 – p’1 = 71 – 84 = -13 < 0, desconsiderada.


Possibilidade 5) p7 – p’3= 71 – 68 = 3 ( C1 = 256-3 = 253 e C2  = 237+3 = 240.


Possibilidade 6) p7 – p’6 = 71 – 51 = 20 > d, desconsiderada.

Faça f2= 252.

Passo 4:
Faça s = s – 1 = 1; t = t – 1 = 1 e vá para o Passo 3.

Passo 3:
Procura-se Jj ( M1 e J’j ( M2 com pj ( I1 e p’j ( I1 e 
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Possibilidade 1) p4 – p’2 = 39 – 3 = 36 > d, desconsiderada.


Possibilidade 2) p4 – p’9 = 39 – 31 = 8 ( C1 = 256-8 = 248 e C2  = 237+8 = 245.


Possibilidade 3) p8 – p’2 = 43 – 3 = 40 > d, desconsiderada.


Possibilidade 4) p8 – p’9 = 43 – 31 = 12 ( C1 = 256-12 = 244 e C2  = 237+12 = 249.


Possibilidade 5) p10 – p’2 = 20 – 3 = 17 ( C1 = 256-17 = 239 e C2  = 237+17 = 254.


Possibilidade 6) p10 – p’9 = 20 – 31 = -11 < 0, desconsiderada.

Faça f1= 248.



Se s = 1, faça t = 1 e vá para o Passo 5.

Passo 5:
f* = min {f1 , f2} = 248 < C1 então troque J4  e J’9 , produzindo:

M1 = {I1=[8, 9,10], I2=[5,7]}C1 = 248 e M2 = {I1=[2, 4], I2=[1,3,6]}, C2  = 245.

Vá para a FASE 2.

FASE 2:
A FASE 2, não consegue realizar nenhuma troca, então remete a solução novamente para a FASE 3 iniciando um novo ciclo.

ENTRADA:
m = 2, n = 10 e r = 2, pj = {84, 3, 68, 39, 83, 51, 71, 43, 31, 20}.

M1 = {I1=[8, 9,10], I2=[5,7]}C1 = 248 e M2 = {I1=[2, 4], I2=[1,3,6]}, C2  = 245.

Passo 1:
Faça h = 2.

Passo 2:
Faça t = 2;  f2 =  248  e  d = 248–245 = 3;
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Passo 3:
Procura-se Jj ( M1 e J’j ( M2 com pj ( I2 e p’j ( I2 e 
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Possibilidade 1) p5 – p’1 = 83 – 84 = - 1 < 0, desconsiderada.


Possibilidade 2) p5 – p’3 = 83 – 68 = 15 > d, desconsiderada.


Possibilidade 3) p5 – p’6 = 83 – 51 = 32 > d, desconsiderada.


Possibilidade 4) p7 – p’1 = 71 – 84 = -13 < 0, desconsiderada.


Possibilidade 5) p7 – p’3= 71 – 68 = 3 = d, desconsiderada.


Possibilidade 6) p7 – p’6 = 71 – 51 = 20 > d, desconsiderada.

Faça f2= 248.

Passo 4:
Faça s = s – 1 = 1; t = t – 1 = 1 e vá para o Passo 3.

Passo 3:
Procura-se Jj ( M1 e J’j ( M2 com pj ( I1 e p’j ( I1 e 
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Possibilidade 1) p8 – p’2 = 43 – 3 = 36 > d, desconsiderada.


Possibilidade 2) p8 – p’4 = 43 – 39 = 4 > d, desconsiderada.


Possibilidade 3) p9 – p’2 = 31 – 3 = 28 > d, desconsiderada.


Possibilidade 4) p9 – p’4 = 31 – 39 = -8 < 0, desconsiderada.


Possibilidade 5) p10 – p’2 = 20 – 3 = 17 > d, desconsiderada.


Possibilidade 6) p10 – p’4 = 20 – 39 = -11 < 0, desconsiderada.

Faça f1= 248.



Se s = 1, faça t = 1 e vá para o Passo 5.

Passo 5:
f* = min {f1 , f2} = 248 = C1 então faça h = h – 1 = 1. Como h = 1 vá para o Passo 6.

Passo 6:
M1={I1=[8,9,10],I2=[5,7]}C1=248 e M2={I1=[2,4],I2=[1,3,6]}, C2 =245 e Cmax = 248.


A solução encontrada pela FASE 3 ainda não é ótima para este problema. Porém, note que a dupla troca, em conjunto com a estrutura de intervalos, realmente proporciona um ajuste fino na qualidade da solução.


Vale observar que o maior esforço de cálculo se concentra na FASE 3, pois a busca envolve pares de tarefas. Porém, a distribuição das tarefas em r intervalos proporciona uma redução considerável nos cálculos de ft no Passo 3 e portanto, influi no desempenho total da FASE 3.


Assumindo-se tempos de processamento uniformemente distribuidos, pode-se notar que o número médio de tarefas por máquina, com tempo de processamento em um dado intervalo, é aproximadamente igual a n/rm. Isto implica que, no Passo 3, em torno de (n/rm)2 pares de tarefas são considerados no cálculo de ft  para cada valor de t. Portanto, o cálculo de f* requer, aproximadamente, 2r(n/rm)2 comparações, ao invés de 2(n/m)2 quando nenhuma partição em intervalos é utilizada. Com isso encerra-se a análise de algoritmos heurísticos para o problema em máquinas uniformes idênticas, passa-se agora a analisar o caso de máquinas paralelas uniformes.

5.2 Q | | Cmax

O problema Q | | Cmax consiste em alocar n tarefas independentes, J1 , ... , Jn a m máquinas paralelas idênticas M1 , ... , Mm , de uma forma não-preemptiva.  Supondo  n SYMBOL 179 \f "Symbol" m SYMBOL 179 \f "Symbol" 2,  que cada tarefa Jj tem um tempo de execução positivo pj e que cada máquina tem uma velocidade positiva (i que são normalizadas de modo que (1 = 1 ( (2 ((3 ( ... ( (m. Então o objetivo do problema é minimizar o tempo de finalização máximo das tarefas (makespan) definido como: 
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 , onde Ci é o tempo de execução de todas as tarefas alocadas a máquina Mi , significando o somatório dos tempos de processamento de todas as tarefas alocadas a máquina Mi  dividido pela velocidade desta máquina, denominada de (i.

Usando a classificação de três campos introduzida  por  GRAHAM  et  al.  (1979),  o  problema é   definido   como   sendo   o   Q | | Cmax. Considerando o caso em que as velocidades (1 = (2 = (3 = ... = (m = 1, tem-se o problema de seqüenciamento em máquinas paralelos  idênticos.

A maioria dos algoritmos desenvolvidos para o problema Q || Cmax são adaptações de heurísticas inicialmente desenvolvidas para solucionar o problema Q || Cmax. Estas heurísticas podem, de maneira genérica, ser classificadas em heurísticas construtivas e heurísticas de melhoramento. Grande parte destes algoritmos são do tipo construtivo, conforme pode ser observado nos estudos sobre heurísticas exatas e aproximadas apresentados por HOROWITZ e SAHNI (1976) e LAWLER et al. (1989).

5.2.1 LPT para  o Q | | Cmax

Duas adaptações da heurística LPT foram propostas para o problema Q || Cmax, baseadas nos estudos iniciados por LIU e LIU (1974). Na primeira variante, apresentada por GONZALEZ et al. (1977) e DOBSON (1984) em trabalhos independentes, ordenam-se as tarefas em ordem não crescente do seu tempo de processamento. Considera-se inicialmente a alocação da tarefa de maior tempo de processamento e então, seguindo a lista ordenada, a próxima tarefa considerada para a alocação é designada a máquina que primeiro ficar ociosa. Em igualdade de condições a tarefa é alocada a máquina de maior velocidade de processamento.

A segunda variante do algoritmo LPT, apresentada por MORRISON (1988), mantém a ordenação das tarefas, mas as tarefas são alocadas a máquina que primeiro ficar ociosa, uma vez processada a tarefa a ser alocada. Em igualdade de condições em duas ou mais máquinas, a tarefa é alocada a máquina de maior velocidade.

5.2.2 MULTIFIT para  o Q | | Cmax

Outro algoritmo originalmente proposto para o problema P || Cmax e também adaptado para o problema Q || Cmax é o  MULTIFIT. A adaptação é proposta por FRIESEN e LANGSTON (1983) e KUNDE (1983), também em trabalhos independentes, esta implementação transforma o problema de seqüenciamento de tarefas em um problema de empacotamento (bin packing problem). A analogia é feita da mesma maneira que para o P || Cmax, porém o tamanho da caixa i é definido como sendo o valor determinado para a capacidade de cada caixa multiplicado por (i, que corresponde a velocidade da máquina i.


O algoritmo de empacotamento  FFD (First Fit Decreasing) faz uma pré-ordenação dos itens a serem alocados em ordem não crescente de seu tamanho. No momento da alocação, o item é designado à primeira caixa, na qual este é passível de alocação (não excede a capacidade da mesma) ou, então, uma nova caixa é criada. Na implementação do algoritmo  MULTIFIT  necessita-se de um limitante superior e um limitante inferior para o tamanho das caixas utilizadas no algoritmo FFD. Então faz-se um processo iterativo atualizando os limitantes inferiores e superiores da solução, considerando as seguintes situações: no caso de falta de espaço para a alocação das tarefas, necessita-se aumentar o tamanho das caixas e caso haja sobra de espaço, diminui-se o tamanho das caixas. 

5.2.3 A Heurística KPROC

O algoritmo heurístico proposto KPROC, proposto por MÜLLER e LIMBERGER (2000) pode ser resumido como: na fase 1, as tarefas são classificadas de acordo com seu tempo de processamento e designadas as máquinas de forma a obter uma distribuição razoavelmente balanceada. Na fase 2, um balanceamento de carga é efetuado pela movimentação de uma tarefa da máquina mais carregada para menos carregada. Finalmente na fase 3, um balanço ainda melhor é efetuado através da troca de tarefas entre a máquina mais carregada e uma das outras máquinas. Uma descrição mais detalhada das fases do algoritmo KPROC é realizada a seguir.

ALGORITMO KPROC
ENTRADA:
número m de máquinas disponíveis e n de tarefas a serem seqüenciadas, o tempo de processamento pj de cada uma das tarefas e a velocidade (i de cada máquina.

SAÍDA:
a distribuição das n tarefas nas m máquinas e o tempo de execução da máquina mais carregada (makespan).

FASE 1 – Alocação Inicial
Diferente de diversos algoritmos construtivos conhecidos, não é necessário uma ordenação das tarefas em função do seu tempo de processamento. A vantagem de não se fazer a ordenação inicial das tarefas é que se elimina a maior parcela da complexidade computacional deste tipo de algoritmo, podendo utilizar o tempo economizado para realizar outras tarefas. Além disso a divisão das tarefas em intervalos facilita bastante a busca das tarefas a serem movidas ou trocadas, eliminando muitas pesquisas desnecessárias.

Para realizar a divisão das tarefas em subintervalos, deve-se conhecer apenas os limitantes inferior e superior dos valores dos tempos de processamento, ou seja,  os  valores  de 
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 =  min {pj}  e 
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 = max {pj}. Então, [
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, 
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 ] é dividido em  k intervalos iguais I1, I2, ... , Ik, onde  k é um parâmetro de entrada do algoritmo. A tarefa Jj é chamada de uma  l-tarefa se pj ( Il.


Inicialmente inicializa-se nir = 0, i = 1, 2, ... , m e r = 1, 2, ..., k, onde nir é o número de tarefas do intervalo r designadas a máquina i. Então aloca-se cada  l-tarefa a máquina com a menor razão de nir /(i. Em caso de igualdade, a tarefa é alocada a máquina que tiver maior velocidade. Esta política busca um balanceamento de carga por intervalo, ou seja, o número de tarefas alocadas a cada intervalo é proporcional a velocidade do mesmo.

FASE 2 –  Fase de Balanceamento

Seja 
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 o tempo médio de finalização, independente em relação a uma distribuição particular das tarefas as máquinas. Esta fase consiste na repetição do movimento de transferência de tarefas da máquina mais carregada (com o maior Ci ), para a máquina menos carregada, tendo como alvo 
[image: image103.wmf]C

, buscando reduzir o tempo de finalização da máquina mais carregada (makespan). O procedimento formalizado como segue.

Passo 1:
Identifique as máquinas mais e menos carregadas e chame-as de M1 e Mm, respectivamente. 

Passo 2:
Calcule 
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Se 
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 , termina a FASE 2. Isto significa que não existem tarefas que, se executadas na máquina m, produziriam um novo Cm menor ou igual a (. Observe que a velocidade da máquina m, (i, é utilizada para que se possa ter a noção exata do impacto que o tempo de processamento de uma tarefa teria no tempo de finalização desta máquina (por exemplo, se a tarefa Jj com tempo de processamento pj fosse processada em Mm, produziria um acréscimo de pj / (m no tempo de finalização).

Se 
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 , faça l = k (o maior intervalo). Isto significa que qualquer uma das tarefas, se executada na máquina m, produz um novo Cm menor ou igual a (.

Caso contrário(m ( pertence a algum intervalo Il. Ou seja, identifico o intervalo a partir do qual devo buscar tarefas que são possíveis de produzir um novo Cm menor ou igual a (.

Passo 3:
Se não existe em M1 uma tarefa Jj  com 
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 , vá para o Passo 4. Caso contrário, realoque uma tarefa pertencente ao intervalo Il , de M1  para Mm e vá para o Passo 1. Neste passo busca-se uma tarefa no intervalo de maior índice para ser trocada, neste intervalo tem-se as tarefas que produzem novos Cm mais próximos de (.

Passo 4:
Se não existe em M1 uma tarefa Jj  com 
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 , vá para o Passo 5. Caso contrário, realoque uma tarefa pertencente ao intervalo 
[image: image112.wmf]l
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 , de M1 para Mm e vá para o Passo 1. Aqui busca-se uma tarefa nos intervalos de índice menor que l, pois é o local onde ainda posso obter uma tarefa que produza um novo Cm menor ou igual a ( quando alocadas a Mm.

Passo 5:
Se l = k, vá para a FASE 3. Não há tarefas possíveis de ser alocadas em Mm produzindo um novo Cm menor ou igual a (.

Caso contrário procure em M1  uma tarefa Jj  em 
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 , sucessivamente, tal que 
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 (Note que esta busca deve parar no primeiro intervalo no qual todas as tarefas tenham tempos de processamento maiores ou iguais a (’). Se não encontrar esta tarefa, vá para a FASE 3. Caso contrário, realoque a tarefa Jj  de M1  para Mm e vá para o Passo 1. Se nenhuma tarefa Jj  com pj ( Il+ = { ( Ii, i = l + 1, ... / pi < (m (’ ou i = k } e pj < (m (’, vá para a FASE 3, caso contrário, realoque uma tarefa de Il+ M1 para Mm e vá para o Passo 1. Aqui busca-se nos intervalos de índice maior que l uma tarefa que produza um novo Cm menor ou igual a (’, ou seja, não atinge o alvo, mas ainda assim diminui o makespan.

FASE 3 –  Fase de Duplas Trocas

Novamente M1 e Mm referem-se as duas máquinas, mais e menos carregadas, respectivamente. Nesta fase procura-se uma tarefa para troca da máquina mais carregada M1 (a tarefa chamada Jj) com uma tarefa de uma outra máquina Mh (chamada de tarefa Jj’ ), começando pela máquina h = m, m-1, ..., até que uma tarefa seja  encontrada. A idéia é delimitar o intervalo de tarefas nas máquinas alvo que possibilitem uma redução no valor de solução para cada tarefa da máquina mais carregada, para isto busca-se um valor que minimize a diferença de tempos de processamento entre M1 e Mh.

O valor de ( representa a diferença em tempo entre as tarefas Jj e Jj’ que possibilitam as máquinas envolvidas atingirem o equilíbrio de suas cargas 
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(que é o alvo da busca nesta fase do algoritmo), ou seja, ( = pj - pj‘. Ele é determinado, conforme equilíbrio de carga no final da transferência que ocorre entre as máquinas envolvidas durante a FASE 3.  Sendo C1’ e Ch’ o valor dos tempos de finalização de M1 e Mh, respectivamente, após a troca ser realizada, formulados como: 

C1’ = C1 – (pj - pj
‘) / (1 e Ch’ = Ch + (pj - pj
‘) / (h.

Portanto no ponto de equilíbrio a igualdade  C1’ = Ch’ é válida, desenvolvendo-se esta equação e isolando o valor de (, obtém-se (  =  
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. Observa-se que o ponto de equilíbrio é função das velocidades e dos tempos de finalização de M1 e Mh. Então, as tarefas disponíveis para transferência, são as que se encontram dentro dos limites obtidos pela seguinte fórmula, (pj - pj‘) / (h  < C1 - Ch, que, rearranjada, pode ser expressa como, pj‘  > pj -  
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. Desse modo, procura-se um par de tarefas Jj e Jj’ com pj‘ < pj, onde |pj - pj‘| é o mais próximo ao valor de ( de tal forma a melhorar a qualidade da solução. O procedimento é formalizado a seguir.

Passo 1:
Se n < 100 vá para o Passo 2.


Caso contrário identifique o primeiro par Jj’ da tarefa Jj,  considerando h = m, m - 1, ... , e de tal forma que pj‘  < pj e que pj‘  > pj -  
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. Caso um par de tarefas que satisfaça estas condições for encontrado execute a troca e volte a FASE 2. Caso contrário vá para o Passo 3.

Passo 2:
Para cada máquina h = m, m-1, ... , calcular ( = 
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  e identifique o par de tarefas Jj e Jj’ onde |pj - pj‘| é mais próximo ao valor de ( ( pois, quanto mais próximo do valor de ( for esta diferença, melhor será a qualidade da solução ) de tal forma que pj‘ < pj e que pj‘  > pj -  
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. Caso um par de tarefas que satisfaça a condição for encontrado, execute a troca e volte a FASE 2. Caso contrário vá para o Passo 3.

Passo 3:
Mostre a alocação obtida e o tempo máximo de finalização da máquina mais carregada e PARE.

5.3 R | | Cmax

O problema R || Cmax consiste em alocar n tarefas independentes a m máquinas paralelas não-relacionados, sendo que cada tarefa tem um tempo de processamento diferente para cada máquina. O objetivo é minimizar o tempo de execução da máquina mais carregada (makespan). Assume-se que todas as tarefas estão disponíveis para iniciar sua execução ao mesmo tempo, e uma máquina com mais de uma tarefa alocada a ela, deve executá-las uma após a outra, em alguma seqüência. Preempção não é permitida, ou seja, uma tarefa que inicia sua execução em uma máquina deve permanecer nela até o seu final.

Para uma definição formal do problema R || Cmax considere um conjunto J = {J1, J2, ..., Jn} de tarefas que devem ser alocadas a um conjunto I_=_{M1, M2, ..., Mm} de máquinas. Considere também {pij} uma matriz m(n de tempos de processamento, onde pij é o tempo que o i-ésima máquina leva para executar a  j-ésima tarefa e, X = {xij}, um conjunto de variáveis de decisão, onde xij = 1 caso a j-ésima tarefa seja designada para a máquina i, e xij = 0 caso contrário. O modelo matemático para o R || Cmax, pode ser visualizado pelas equações (1) a (4).
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(4) 
O problema R || Cmax é considerado NP-Difícil (GAREY e JOHNSON, 1979). Desta forma, acredita-se que a existência de um algoritmo com tempo polinomial para resolvê-lo na otimalidade é muito improvável. Apesar disso, encontra-se na literatura alguns exemplos de algoritmos exatos para o R || Cmax, como em (HOROWITZ e SAHNI, 1976) e, mais recentemente, (MARTELLO et al. 1997). Ainda, encontra-se algoritmos exatos para o ITMAP (Imbalanced  Time Minimizing Assignment Problem) em (MÜLLER et al. 2001). O ITMAP pode ser considerado uma variação do R || Cmax, diferenciando-se deste por conter a restrição adicional que cada máquina deve executar pelo menos uma tarefa. No entanto, estes algoritmos estão restritos a solução de instâncias de pequena dimensão.

Devido aos motivos apresentados verificou-se que muito esforço de pesquisa tem sido feito para desenvolver algoritmos heurísticos que produzam soluções de boa qualidade em um tempo computacional razoável. GLASS et al. (1994) apresentam um estudo comparativo de diferentes metaheurísticas para o R || Cmax (Busca Tabu, Algoritmos Genéticos e Simulated Annealing). PIERSMA e VAN DIJK (1996) apresentam um algoritmo de busca local que utiliza o conceito de eficiência aliado a um grande número de ordenações intermediárias. Este algoritmo consegue soluções de qualidade comparável às obtidas pelas metaheurísticas estudadas em GLASS et al. (1994).

A seguir será apresentado um algoritmo heurístico, denominado FOUR (FOur phase algorithm for makespan minimization on UnRelated parallel machines), para a resolução do R || Cmax, que utiliza uma política de distribuição das tarefas em intervalos. Esta estrutura tem dois objetivos principais: eliminar os algoritmos de ordenação normalmente utilizados neste tipo de problema; e explorar de forma inteligente a vizinhança, diminuindo o tempo computacional. O conceito de intervalos para problemas de seqüenciamento em máquinas paralelas foi apresentado, inicialmente, por MÜLLER (1993). Além do uso de intervalos alia-se o conceito de eficiência para melhor guiar a busca através do espaço de soluções, aumentando a possibilidade de encontrar soluções de melhor qualidade.

5.3.1 Heurística FOUR 

O algoritmo heurístico FOUR constitui-se de quatro fases, uma fase construtiva e três fases de melhoramento. A primeira fase realiza a alocação inicial das tarefas as máquinas. As fases 2 e 3 utilizam as bem conhecidas vizinhanças de realocação e troca. A fase 4 utiliza seqüências de três realocações, uma tarefa sai da máquina mais carregada e é realocada em uma das outras máquinas que, por sua vez, tem uma de suas tarefas realocada em outra máquina. 

Para definição das tarefas passíveis de serem envolvidas em um movimento, foi adotada uma política de restrição de vizinhança. Esta política considera a divisão das tarefas em intervalos de acordo com o tempo de processamento. Deste modo é possível avaliadar as tarefas com maior probabilidade de produzir uma melhora no valor de função objetivo. Dentre as tarefas candidatas, são escolhidas aquelas que apresentarem maior eficiência.


A política de intervalos consiste em agrupar as tarefas em intervalos segundo seus tempos de processamento, considerando ainda a máquina onde a tarefa está alocada e para qual máquina ela será realocada.. De acordo com as características do problema R || Cmax os intervalos consideram a soma dos tempos de processamento das tarefas entre duas máquinas. 


Observa-se que na FASE 2 as tarefas que podem produzir um melhora na função objetivo satisfazem a desigualdade (5).
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onde M representa a máquina mais carregada e Ci o tempo de execução de todas as tarefas alocadas a i-ésimo máquina.



Na fase 3, os pares de tarefas que podem produzir um melhora na função objetivo satisfazem a desigualdade (6).


[image: image126.wmf](

)

(

)

i

i

h

i

i

h

M

i

M

h

M

j

h

Mj

j

h

Mj

C

C

p

p

p

p

-

<

+

-

+

2

 ,  hi ( I\{M}
(6)


A FASE 4 utiliza os critérios definidos para a FASE 2, uma vez que é composta de uma seqüência de realocações.

Considerando as equações (5) e (6) parece que uma estrutura de intervalos eficiente deve separar as tarefas segundo a soma dos seus tempos de processamento entre duas máquinas, no caso, o que ela está atualmente alocada e aquele para o qual ela irá.

 
Deste modo, para identificar os limites inferior e superior dos intervalos faz-se uso das equações (7) e (8), respectivamente.
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onde i1 ( i2.


O intervalo [
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] é dividido em aproximadamente r intervalos iguais, sendo r um parâmetro do algoritmo. Seja R = { 1, 2, ..., r} o conjunto de índices dos intervalos e Vk , k ( R, a designação dos r intervalos. Cada tarefa é associada à m-1 um intervalos, de acordo com a soma 
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Na FASE 2, a estrutura de intervalos é utilizada conforme é explicado a seguir. Seja 
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. Para encontrar as tarefas pretendidas faz-se necessário pesquisar os intervalos Vk, k = k0, k0 -1, ..., k1. 

Na FASE 3 são pesquisados pares de tarefas que pertençam a intervalos localizados a aproximadamente 
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 unidades de distância. 

O Conceito de eficiência pode ser definido considerando, 
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o menor tempo de processamento da tarefa Jj. A eficiência da máquina Mi para a tarefa Jj pode ser definido conforme a equação (9).
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A eficiência é um valor de referência que indica, através de um número pertencente ao intervalo (0 , 1], qual máquina executaria a tarefa mais rapidamente. Por exemplo, uma tarefa será executada em menor tempo na máquina na qual sua eficiência é igual a 1. 


Observe que a restrição (2) do modelo matemático apresentado, pode ser substituída por (10).


[image: image136.wmf]I

i

c

x

j

i

ef

m

n

j

ij

j

Î

"

£

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

å

=

,

)

,

(

1


(10)


Uma vez que os valores de mj são constantes, busca-se alocar cada tarefa a máquina com maior eficiência possível. A seguir descreve-se formalmente o algoritmo FOUR.

ALGORITMO FOUR
ENTRADA:
número m de máquinas disponíveis e n de tarefas a serem seqüenciadas, o tempo de processamento pij  de cada uma das tarefas Jj  na máquina Mi.

SAÍDA:
a distribuição das n tarefas nas m máquinas e o tempo de execução da máquina mais carregada (makespan).

FASE 1 – Alocação Inicial
 Aloca-se as tarefas, em qualquer seqüência, a máquina na qual elas possuirem eficiência igual 1. Em caso de empate é escolhida a máquina menos carregada. Se ainda persistir o empate escolhe-se a máquina que possui o menor índice. Esta alocação inicial pode produzir soluções altamente desbalanceadas, ou seja, uma grande diferença de carga entre a máquina mais carregada e as demais. 

FASE 2 – Trocas
 
Nesta fase procura-se retirar uma tarefa da máquina mais carregada e realocá-la, preferencialmente, na máquina menos carregada. Caso não seja possível um movimento envolvendo as máquinas mais e menos carregadas, é feita uma tentativa de realocação entre a máquina mais carregada e a segunda menos carregada, até que todas as m-1 máquinas menos carregados sejam analisados. Dentre todas as tarefas que podem minimizar a função objetivo é escolhida aquela que apresentar a maior eficiência na máquina para a qual será transferida. O procedimento é formalmente descrito a seguir.

Passo 1:
Ordene as máquinas em ordem não-decrescente segundo a suas respectivas cargas. Represente a máquina mais carregada por  M, e faça h = 1. Vá para o Passo 2.

Passo 2: 
Calcule d = CM – Ch.  Se 2d< 
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, não existe movimento possível que minimize o makespan, então vá para o Passo 4. Se 2d > 
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, faça l = r, caso contrário identifique k0, tal que 2d_(_Vko, e faça l = k0 e vá para o Passo 3.

Passo 3: 
Dentre as tarefas pertencentes aos intervalos 
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 , que podem minimizar o makespan, identifique a tarefa com tempo de processamento
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, que possua a maior eficiência ef(h, j) e faça sua transferência da máquina M para a máquina h. Se nenhuma realocação foi identificada vá para o Passo 4, caso contrário vá para o Passo 1.

Passo 4: 
Faça h = h + 1, se h < M vá para o Passo 2, caso contrário vá para a FASE 3.

FASE 3 – Duplas Trocas
Nesta fase procura-se uma tarefa, na máquina mais carregada M, para ser trocada com uma tarefa de outra máquina h . O procedimento é formalmente descrito a seguir.

Passo 1:
Ordene as máquinas em ordem não-decrescente segundo a suas respectivas cargas. Represente a máquina mais carregado por  M, e faça h = 1. Vá para o Passo 2.

Passo 2: 
Faça t = r. Calcule d = CM – Ch.  Se 
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, então faça s = 1. Caso contrário faça s ser o índice do intervalo ao qual 
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- 2d pertence.

Passo 3: 
Identifique as tarefas com tempos de processamento
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( Vs  que quando trocadas miminizam o makespan e, ainda, que possuam maior eficiência, ef(M,j0) + ef(h,j1). Se nenhuma troca foi identificada vá para o Passo 4, caso contrário execute o movimento de troca e retorne à FASE 2.

Passo 4: 
Faça t  = t –1 e s = s –1. Se s ( 1 vá para o Passo 3, caso contrário faça h = h + 1. Se h<M vá para o Passo 2, caso contrário vá para a FASE 4.
FASE 4 –Trocas em Seqüência
 Aqui se procura uma seqüência de três realocações que minimize o makespan, isto é, uma tarefa sai da máquina mais carregada e é realocada em uma das outras máquinas que, por sua vez, tem uma de suas tarefas realocada em outra máquina. Os procedimentos desta fase são muito semelhantes aos da FASE 2 e são formalmente descritos a seguir.

Passo 1:
Ordene as máquinas em ordem não-decrescente segundo a suas respectivas cargas. Represente a máquina mais carregada por  M, e faça h = 1. Vá para o Passo 2.

Passo 2: 
Se todas as tarefas da máquinas M já foram consideradas vá para o Passo 6. Caso contrário transfira uma tarefa da máquina M para a máquina h. A máquina h passa a ser a nova máquina makespan, vá para o Passo 3.
Passo 3: 
Ordene as máquinas em ordem não-decrescente segundo a suas respectivas cargas. Represente a máquina mais carregada por  M’, e faça t = 1. Vá para o Passo 4.
Passo 4: 
Calcule d = CM’ – Ct.  Se 2d < 
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, não existe movimento possível que minimize o makespan (CM), então vá para o Passo 6. Se 2d > 
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, faça l = r, caso contrário identifique k0, tal que 2d_(_Vko, e faça l = k0 e vá para o Passo 5.

Passo 5: 
Dentre as tarefas pertencentes aos intervalos 
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 , que podem minimizar o makespan (CM), identifique a tarefa com tempo de processamento
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, que possui a maior eficiência ef(t, j) e faça sua transferência da máquina M’ para a máquina h. Se nenhuma realocação foi identificada vá para o Passo 6, caso contrário vá para o Passo 3.

Passo 6: 
Faça t = t + 1, se t < M’ vá para o Passo 4, caso contrário vá para a Passo 7.

Passo 7: 
Se uma realocação foi identificada no Passo 5 vá para o Passo 1, caso contrário faça h = h +1. Se h < M vá para o Passo 2, caso contrário vá para o Passo 8.

Passo 8:
Mostre a alocação obtida e o tempo máximo de finalização da máquina mais carregada e PARE.
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Figura 5.1 - Representação gráfica de um movimento de realocação (a) e troca (b)
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Figura 5.2 – Representação gráfica de uma seqüência de realocações


A Figura 5.1(a)  exemplifica um movimento de realocação, onde uma tarefa da máquina mais carregada, M, é realocada  em outra máquina, h, obtendo-se com isto um carga CM’ < CM. Obviamente poder-se-ia obter, dependo das tarefas envolvidas na realocação, Ch’ < CM. Da mesma forma, a Figura 5.1(b) exemplifica o movimento de troca entre duas máquinas. Já a Figura 5.2 mostra uma seqüência de realocações, onde evidencia-se o fato dos movimentos utilizados na FASE 4 serem compostos de uma seqüência de realocações. 
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